Abbildungsverhalten

Vortrag zum Seminar , Elliptische Funktionen und elliptische Kurven”, 14.12.2005

Christina van Megen

§1 Konjugationsstabile Gitter

(1.1) Definition (konjugationsstabil)

Ein Gitter () heifst konjugationsstabil, wenn mit w auch die konjugiert komplexe Zahl
@ zu Q gehort, das heifit O = Q. Die wichtigsten Beispiele fiir konjugationsstabile
Gitter sind

a) die Rechteck-Gitter: () = Zwq + Zw; mit %wl, wy € R,

b) das Sechseck-Gitter: () = Zp + Z mit p = % (1 + 1\/5) o

(1.2) Bemerkung
Das Sechseck-Gitter () = Zp + Z mit p = % (1 + z\/§> hat seinen Namen daher, dass

sechs Punkte des Gitters auf dem Einheitskreis liegen.

(1.3) Proposition
Ist () ein konjugationsstabiles Gitter, dann gilt

pa(z) =pa(z) und 94 (2) = 90 (2).
Speziell gilt fiir z € C\(x:

a) pa(z)istreell firz € Rund z € iR,

b) ©f(z) ist reell fiir z € R und rein imagindr fiir z € iR. o
Beweis
Es gilt:
_ -2 2 )
po(z) = z2+ ) ((z—w) —w )
0#we)
= z724 (z—w) *— 572>
0£we)
Q=0 o2 Y, (E-w) z_ cu_2>
0#£we)
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und

bz = 2 Y (z-w)

0£wen)
= -2 ) (z-w)

0#£wen)
=0 0 ¥V z-w)?

0£wen)

= 9 (2).

a) LFalz e R, danngiltz=z = p(z2) = p(2) = p(z) = p(z) € R.

2Fall: z € iR, dann gilt z = -z = p(z) = p(-2) v perade Z) = p(z) =
o (z) € R.
b) 1.Fall:z € R,danngiltz =z = ¢/ (z) = ¢/ (2) = ¢/ (z) = ¢’ (z) € R.
2Fal: z € iR, dann gilt z = -z = ' (z) = ¢’ (-2) ¥ ungerade '(Z) =
—¢' (z) = ¢’ (z) € iR. O
(1.4) Satz

Fiir ein Gitter () = Zw; + Zw; sind dquivalent:
(i) £2(Q) und g3 (Q) sind beide reell.
(i) Alle G¢ (Q)), k > 4 gerade, sind reell.

(iii) Von den Grofien ey, ey, e3 sind zwei konjugiert komplex und die dritte reell oder
alle drei reell.

(iv) Q) ist konjugationsstabil. o
Beweis
(i) = (ii): Es gilt mit der Bezeichnung (2.1) a.) aus Vortrag 7:

22 (Q) :=60G4 (Q) und  ¢3(Q) := 140G (O) .

Fiir g» und g3 beide reell folgt, dass auch G4 (Q)) und Gg (Q2) beide reell sind.
Nehme nun die Rekursionsformel aus Korrolar(2.6) aus Vortrag 7:

(n—3)2n+1)(2n—1) Gy, =3 Y. (2p —1) (29 — 1) G2y Gy
P=2422,p+q=n

fur n > 4. Dann konnen alle Gy (QQ) mit k > 4 gerade, durch G4 (Q)) und Gg (Q)
sowie reelle Faktoren dargestellt werden , sind also reell.
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(ii) = (i): Alle Gy (QQ), k > 4 gerade, sind reell. Daraus folgt G4 (Q2) und Gg (Q) sind
reell, und weiter folgt g» ((2) und g3 (Q2) sind reell.

(iii) = (i): Von den Grofien ey, ey, e3 seien zwei konjugiert komplex und die dritte
reell oder alle drei reell.
1. Fall: alle 3 reell, dann gilt mit Korrolar (3.3) aus Vortrag 7:
9 = —4(e1ep +exe3 +e3ze1) € R und g3 = 4ejepez € R.
2.Fall: Seio.B.d. A. e; € R,ep,e3 € C,ep = a+ib,e3 = €3, dann gilt:

g = —4(eg(a+ib)+ (a+ib)(a—ib)+ (a—ib)ep)
4 (aey + ibey + a* — 26> + ae; — ibel>

4
= —4 <2ael +a%+ b2> €eR
g3 = 4ei(a+ib)(a—ib)

= 4e (a2 — 'zbz)

= 4eq <a2 + b2> € R.

(i) = (iii): Seien g» () und g3 (QQ) beide reell und das reelle Polynom
4% —gx — g3 =4(x —e1) (x —e3) (x —e3)

aus Satz (3.1) aus Vortrag 7 gegeben. = ¢y, e;, e3 sind die Nullstellen des Poly-
noms 4x> — ¢»x — ¢3. Da das Polynom Grad 3 hat, ist mindestens eine Nullstelle
reell. Sei 0.B.d. A. e; € R, dann muss noch gezeigt werden:

(x —ep) (x —e3) = x2 — exx — e3x + epe3 = ¥ — x (e + €3) + €263

hat reelle Koeffizienten. Das heifdt: e; + e3 € Rund eze3 € R. Bedingung ist
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erfiillt fiir e, e3 € R. Betrachte nun: ep,e3 € C\ R mitep := u +iv,e3 := x + iy
=e +e3€R und eres € R
Sutiv+x+iy=(u+x)+i(v+y) €R
und (u+iv) (x +iy) = (ux —oy) +i(uy +ovx) € R
Sv+y=0 und uy+ox=0
Sv=—-y und u=x
=e3=e

= Behauptung.

(i) = (iv): Seien g, (Q) und g3 (Q) beide reell. Dann gilt:

2(Q)=60G,(Q) =60 Y wi=60 Y @wi=60 Y wit=g(Q),
0£we) 0£we) 0£wen

g3 (Q) =140G6 () =140 )} w =140 ) @w®=140 } w=g3(Q).
0#£we 0#£we 0£weQ)

Daraus folgt:

= g2 () da g2 () reell ist nach Voraussetzung,
und
8 (Q) =& (Q)
= ¢3(Q)) da g3 (Q) reell ist nach Voraussetzung.

Da Q durch g, und g3 eindeutig bestimmt ist, folgt daraus: Q = (), also ist O
konjugationsstabil.

(iv) = (i): Sei Q konjugationsstabil, d.h. Q = Q. Dann gilt:

§'9) (5) = 2> (Q) = 22 reell,

3 (Q) = 93 reell. ]

g2 (Q) = g2 (Q)

g3 () =g

oqQ

o)
2
I
oQ
@
—~
3
I
oQ
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§2 Die durch p definierte Abbildung fiir ein
Rechteck-Gitter

(2.1) Bezeichnungen
In diesem Abschnitt sei Q) := Zwq + Zw, stets ein Rechteck-Gitter und

. . L1
(w1, wy) eine Basis von () mit ?wl > 0und wy > 0.

(2.2) Proposition
Seiz € C\Q.

a) p(z) ist genau dann reell, wenn es ein w € Q) gibt, mit

zE%—l—]R oder 26%4—1'11{.

b) Firz € §+ R, w € Q,ist p' (z) reell. Fiir z € § 4+ iR, w € Q, ist ' (z) rein
Imaginar. o

Beweis
a) ,<=" Sei ein Gitter () gegeben mit Basis (w1, w;) und w = zywy + 2wy € Zw; +
Zwy = Q). Dann gilt:
% (w—w) = % (z1w1 + 22wy — 21w + 2pwp) = % (2zpwr) = zpwy € Owy + Zwy C
Zwi + Zwy = Q). Dann folgt:

@(%—“):@(gﬁ) :@(§+%(w—5)+f) = (5 +2)

sowie
o (5 =o (342) = (Frato-mez) =/ (5+3),

Seiz € ¥ +Rundu € Rmitz = % + u. Dann gilt:
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b)

Seiz € ¥ +iRund u € iR mitz = % + u. Dann gilt:

= ()2 (540 (5
=0 (- (3**0)”%?k@(§+u)=gwa
= p(z) €R.

=" Sei p(z) reellund z € ¢ (w1, wn).
Angenommen z ¢ 7 +Rund z ¢ § + iR, dann gilt:

plw+2) =p () = P (2)

pwr+wr—z)=p(- ):

z) =
(2)
plw—2)=p(-2)=p(z

) =9 (2)

Daraus folgt, dass g an den vier verschiedenen Punkten z, w; +z, w + wy — z und
wy — z den gleichen Wert annehmen wiirde. Das ist ein Wiederspruch zu Lem-
ma (2.5) aus Vortrag 5, wo gezeigt wird, dass es genau zwei verschiedene Werte
u,v € Pgibtmit p(u) = p (v) = w.

1.Fall: Seiz € ¥ + Rund u € Rmitz = § + u. Dann gilt:

1 (% (Y g - (Y

& <2+”>_p (2+”>_p <2+”>’
also ist ¢’ (z) reell.
2.Fall: Seiz € § + iR und u € iR mitz = § + u. Dann gilt:

T (54 = (o) o (- (50 = o (5 ).
also ist p’ (z) rein imagindr. -

(2.3) Satz

Das Innere des Viertelrechtecks 0, “él, > der z—Ebene wird durch z — w =
© (z) auf die untere w-Halbebene b1h010m0rph so abgebildet, daff der Rand des Recht-
ecks auf die reelle Achse (von —co nach +-o0) bijektiv abgebildet wird. o

w1 +CU2 w2
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Beweis
Es sei V das Innere der Viertelrechtecks. Fiirz = x +iymit0 < x <e¢, 0<y <e
mit hinreichend kleinem ¢ > 0 gilt

2 _ 2 __n; 2 _ 42
p(z) =z72+0 () == : 2y+ Zz)lzxy +0(&) = ("2+ yz)z —i( 22;‘3/2)2 +0(8)
¥ty X2ty Xty
:Imp(z):—ﬁ+0(sz)<0.

V ist das ,, Innere” des Viertelrechtecks, dass bedeutet auch
z¢ S+R  und  z¢ 5 +iR
2 2
Daraus folgt dann p (z) € C \ R mit Proposition (2.2). Da V zusammenhéangend ist,

ist auch p (V) zusammenhangend. Nun gilt fiir alle z € V das Im p (z) < 0 ist. Dar-
aus folgt: o (V) C Hmit H := {w € C;Imw < 0}.

o(z+3) =0 (+3)) =o(=-3) =o(=+3)

folgt mitz € V:

Wegen

Da z € V ist gilt auch:
p(%nLV) ZKJ(%—V) Cp (V).

Definiere nun eine Abbildung f : 2 +V — V, %2 +2z — %% — z, dann ist f bijektiv.
Daraus folgt die Gleichheit:

p(%Jrv):p(V).

Dann gilt weiter:

@(%JrV):@(V)CH;

p<%+v>:p<%+v> CH:={weClmw >0} =H;

so dafd die Gleichheit p (V) = H aus der Proposition (2.2) und Satz (1.9) aus Vortrag
5 folgt. Nach Lemma (2.4) aus Vortrag 5 hat man ' (z) # 0 fiir alle z € V. Jetzt folgt
mit §2, Satz(2.11) aus der Analysis IV, das g : V. — H biholomorph ist.
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Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 ist f (y) := p (iy), mit 0 < y < &. Dann gilt:

fy)=¢ (iy) FII 2 (iy) 7 + 6Gaiy +20Gs (i)’
2%y +0(e) =297 +0(e),
also 0 < f’ (y), und damit sicher monoton wachsend. Aus der Differentialgleichung
p’2 =4(p—e1)(p—e2)(p—e3)und p' (iy) # 0 erhdlt man 0 < f' (y) fir0 < y <

S+ Also ist f auf dem Intervall [0, 5}]streng monoton wachsend und bildet es bijektiv
auf [—o0, 1] ab. Auf der anderen Se1te von V schliefdt man dhnlich. O

(2.4) Folgerung
Mit dem Satz kann man jetzt auch gewisse Integrale der Form

dt
/ VA — gt —h

mit g, h € R ,berechnen”: Hat man zu g und & ein Rechteck-Gitter Q mit ¢ = ¢2(Q)
und i = g3 (Q) gefunden, dann gilt fiir 0 < r < s < % und p" (z) = 4p° (z) —
Q¢ (z) — h aus Satz (2.2) aus Vortrag 7:

o) t=gp(z) . 1
=0(z ’
= © (z)dz
i —gh VA —gh —h /¢4@3 (z) —gp(z) —h
/ S
:_/p/(z)dz = /1dz:s—r
o (2)
S r &

§3 Homogenitit und Basiswechsel

(3.1) Lemma
Mit Q) ist nattirlich auch AQ) fiir jedes 0 # A € C ein Gitter in C. Dann gilt:

a) pra (Az) = A"%pa (2),

b) G (AQ) = A7*G (Q) k> 3,
0 £ (AQ2) =A% (),

d) g3 (AQ) = A"%¢3(Q)),
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e) A(AQ) =A1"12A(Q),
f) j(AQ) =j(Q). o

Beweis
a) Es gilt:

pra(Az)=(A2) 2+ 1 ((Az —w) 2o w*2>
0£weA)

= (Az) %+ Y. (()\z —\w) 2 - (/\w)_2>

0#we)
=Az) 7+ Y (Aiz-w) - )\_Zw_2>
0#£wen)
— )2 (zz + ) ((z —w) % - w2>>
0£we)
= A%pa(z).
b) Es gilt:
Gr(AQ) = ) w k= ) (Aw)™* = Y. A Kk
0£weA) 0£we) 0£we)
=AY wF=2A7FG () k> 3.
0£wen)
c) Esgilt:
2 (AQ) = 60G4 (AQ) ™2° 604 4G4 (Q) = A 4¢, (Q)).
d) Es gilt:
23 (AQ) = 140Gg (AQ2) ™E° 1400 6G¢ (Q) = A g5 (Q) .
e) Esgilt:

A (AQ) = 3 (AQ) — 2732 (AQ) = (A*4g2 (Q)) 327 (A*gg (Q)> 2

= A28 (0) ~ 27272} (0) = A2 (3 () — 2783 () ) = A2 (Q).
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f) Es gilt:
(aq) = (1282(00)3 (12074, ()3 A 12 (12¢, (QO))°
J T A A2A(Q)  A2A(Q)
_ (128, (9))3 _ .
O
(3.2) Satz
Fiir Gitter Q) und ) in C sind dquivalent:
(i) Es gibtein 0# A € C mit ' = AQ.
(i) j () =j (Y. ©

Beweis
(i) = (ii): Gibtesein0 # A € C mit ) = AQ), so folgt j (V) = j (AQ) = j (Q) nach
(3.1), was die Behauptung beweist.

(ii) = (i): Sei zunidchst j(Q)') = j(Q) = 0. Dann gilt > () = ¢ (QY) = 0 und
23(Q), g3 (QY) # 0. Also existiert ein A € C mit

g (AY) = At () =0=g(Q) und
£ (Q0) = A5 () = g5 (AQ) .

Daraus folgt die Behauptung.

(3.3) Bemerkung
Ist (w1, wy) eine Basis von (), so schreibt man auch

P (z;w,w2) :=pa(z) und Gy (wy,wy) =G (Q) fur k=>3.

Da aber p und die Gx nur vom Gitter () und nicht von der Wahl einer Basis abhdngen,
ergibt das Basis-Lemma (3.1) aus Vortrag 3 sofort

o (zwy,wy) =p(z;w,w2) und Gy (wh,wy) = Gy (wr, w2)

/
(“’}) =Uu <“’1) mit U = (“ b) €GL(2,2),

fir k > 3 und

10
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also fiir
w) = awy +bwy, wh=cw;+dwy und a,b,c,d€Z, ad—bc=+1.
Fiir 0 # A € C hat dann
pra(A2) =A7%pa (2)  und Gy (AQ) = A7FGr(Q),k >3
auch die Form

0 (Az; Awq, Awp) = )fzp (z; w1, wy) und G (Awr, Awn) = /\*ka (w1, wy),
o
k> 3.

(3.4) Bemerkung

Als Basis von () sind wq,w; tiber R linear unabhéngig, das heifit T := % ¢ R.
Da mit (wj, wy) auch (wy, —w,) eine Basis von () ist, darf man ohne Einschrankung
Im T > 0 annehmen. Man beachte, dafs dies genau dann der Fall ist, wenn das Dreieck
(0, wa, wy) positiv orientiert ist. Es folgt:

z w1 ) z
o (Z/ CUl,CUZ) = <w2w_2/ wzaTzl(UZ) - (1]2 £ (w_zr T, 1)

und

Gk (wl,wz) = Gy (WZ%,(UZ) = wz_ka (T,l) fur k > 3.
2

Zur Untersuchung von elliptischen Funktionen beziiglich () darf man also ohne we-
sentlichen Einschrankungen w, = 1, also

O=Zt+Zmitt € H
annehmen. Dabei ist die obere Halbebende H definiert durch

H := {7 € C; Imt > 0}.

Wegen
o wy  awy+bwy  awyT+bw,  at+b
Cwh cwy+dwy  cwpTHdw,  cT+d
und i b
ad — bc
Im7 = I
mT cr T dP mt

darf man dann aber beim Ubergang von der Basis (7,1) von Q zur Basis (7/,1) von

—L_ ) mit T € H nur noch Matrizen U = (Z Z) € SL(2,Z), also ad — bc = 1,

ct+d
zulassen. o

11
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(3.5) Satz i b
Sei eine Matrix (c d) aus der speziellen linearen Gruppe tiber Z, also ad — bc =

1 gegeben. Weiter sei T = “L ¢ R und 7/ = 22, Beim Ubergang von der Basis (T, 1
&€& wy ct+d gang
von () zur Basis (7/,1) von ﬁﬂ mit 7/ € H gilt:

p( z . attb 1):(CT+d)2-p(z;T,1)

ct+d ct+d
bzw. )
at + k .
-7 — . > 4.
Gy (CT+ d’l) (ct+d)" -Gy (7, 1) furk > .
Beweis

Mit den Bemerkungen (3.3) und (3.4) gilt p (z; w1, w2) = pa (z) und pq (Az) =
A720q (z), daraus folgt:

z \ z at+b o\ _ 2 : _
o (5a) =9 (g b)) = v+ 0@l = o0 ().

Mit Gy (w1, w2) = G (Q) und G; (AQ) = A7FG; (Q) , k > 3 folgt dann weiter:

1 _ I 1) — at+b -\ k B L
Gk (cr+d0>_Gk(T'1>_Gk (CT+df1)—(CT+d) G (1,1) = (ct+d)" - G (Q).
U

Dabei sind a,b,c,d € Z, und es gilt ad — bc = 1.
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