Die Differentialgleichungen
Vortrag zum Seminar , Elliptische Funktionen und elliptische Kurven”, 07.12.2005

Tobias Bartels

Sei () stets ein Gitter in C.

§1 Die LAURENT-Entwicklung

In diesem Paragraph soll die LAURENT-Entwicklung der g-Funktion gegeben wer-
den.
Wir betrachten zunédchst erneut die EISENSTEIN Reihe wie in Vortrag 4, Korollar (3.6),

Gri=Ge(Q):= Y w* firallek >4 (1)
0£we)

Nach Vortrag 4, (3.5), sind die Gy fiir ungerades k > 4 gleich Null. Wir definieren
v :=9(Q) = min{|w|,0 # w € Q}.

Wir erhalten einen Zusammenhang zwischen der WEIERSTRASSschen o — Funktion
und den EISENSTEIN-Reihen.

(1.1) Satz
Furallez € Cmit0 < |z]| < y(Q) gilt

(ee]

p(z) =224 Y (2n—1)Gyy - 2" 2 =272 +3G4z* +5Gez* - - - . 2) o
n=2

Beweis
Seiz € Cmit0 < |z| < y(Q)). Dann gilt % < 1furalle0 # w € Q.
Zundchst gilt aufgrund von

=Y m-t" fur |t <1
m=1

und fiir 0 # w € O

1 1 (-wlP=w?(1-3)* 1 1 1 s z m—1 B
WP W = E(m— )2_1)_EL;1(’”(¢U> ) 1]
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00 m—1

m—1 z
wzz m(s) = L mo

Daher folgt nach dem Konstruktionssatz fiir die p-Funktion

p(z)=z7+ ) 2 m o fur0 <z <. (3)
0£weQym=2
Wegen

_ -1 -1
2" 2"~ 2" -3 _ 2N -3

mrt| = M e 2|°"| S m—— |w| 7 = my ||
w | vy v

————

<c , cgeeignet

und aufgrund des Konvergenz—Lemmas1 (3.4) aus Vortrag 4 ist die Reihe (3) in m und
w absolut konvergent. Nach Vortrag 4, Satz (2.2)?, darf man demnach umordnen und
erhalt

p(Z) = _2+ Z Z cUerl

0#£weQy m=2
d 2 - 1 1
umor_nen — . m—
=2+ ) mez Y. OS]
m=2 0Fwe)
=Gm+1

= z72+ Z m-z2"1Gyiq.
m=2
Fiir m gerade, also m = 2n, ist G,,41 = 0 nach Vortrag 4, Proposition (3.7). Fiir unge-
rades m ist m + 1 gerade. Setze also m + 1 = 2n. Damit ergibt sich

p(z) = 772 4 Z(Zn —1)- Gy . z2h 2 0<|z| <7,
n=2

und man erhalt (2). ]

Die Reihe Yotweq |w| ™" konvergiert genau dann, wenn & > 2.
2Eine absolut konvergente Reihe darf beliebig umgeordnet werden.
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§2 Die zweite Differentialgleichung

In Vortrag 5 haben wir eine Differentialgleichung der WEIERSTRASSsche ¢ — Funktion
kennen gelernt. Nun wollen wir zeigen, dass die WEIERSTRASSsche o — Funktion ei-
ner zweiten Differentialgleichung gentigt und einige Folgerungen daraus ziehen.

Wir verwenden folgende

(2.1) Bezeichnungen
a.) Im folgenden definieren wir

g = gz(Q) = 6OG4(Q) und g3 1= gg(Q) = 14OG6(Q). (4)

Man nennt g, und g3 die WEIERSTRASS-Invarianten des Gitters ().

b.) Wir verwenden das LANDAU-Symbol und schreiben O(z*) fiir eine Funktion f(z),
die |f(z)| < C - |z|F mit einem geeignetem C fiir z aus einer Umgebung von 0 er-
fallt. o

Wir erhalten eine zweite Differentialgleichung

(2.2) Satz
Die WEIERSTRASSsche o — Funktion geniigt der Differentialgleichung

0 =40 — 90 — g3 5) o

Beweis
Nach Satz (1.1) gilt fiir alle 0 < |z| < v(Q)

p(z) =272+ ) (2n—1)Gy, - 27" 2.
n=2
Weil Y0 ,(2n — 1)Gyy, - 222 in einer Umgebung von 0

Y (2n—1)Gyy -2 < C- I2[°
n=4

erfillt, gilt fiir 0 < |z| < ¢(Q)) mit (2.1) b)

0(z) = 272 +3G4z> + 5Gez* + O(2°).
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Daraus ergibt sich

©0*(z) = z7*4+6G4 +10Gez*> + O(2%),

0 (z) = 2z 84+9Giz 2 +15G¢ + O(z),

o (2) —2773 4+ 6Gyz +20Gyz°> + O(2°),
(z)

= 4775 24G4z7% — 80Gg + O(2).

Als Beispiel wie sich diese ©?, 0%, ¢/, '? berechnen wird hier exemplarisch ©?. Es gilt

p*(2) = p(2) - p(2)
= (272 4+ 3G4z%> + 5Gez* + O(2%)) - (272 + 3G42% 4 5Gez* + O(2°))
= 27* +6Gy +10Ge2* + 9Giz* +30Gy2° + 25Gg2°
~0()
=274 4 6G4 4 10Gez* + O(2%).
Damit ergibt sich

0% — 40> + g0+ &3

—477% —24G427% — 80Gg + O(z) — 4(z % +9G4z—2 415G + O(z2))
+60G4 (272 + 3G4z% + 5Gez* + O(2°)) + 140G

— 4775 — 24G4z % — 80Gg + O(z) — 4z % — 36G4z~2 — 60Gg + O(z)
+60G4z~2 4+ 180G32z% + 300G4Gez* + O(2°) 4 140G

= 180G42% + 300G4Gez* + O(2°) 4+ O(z2)

= 180G4z* 4 300G4Gez* + O(2)

=0(z), 0<z| <. (6)

Hier gehort die linke Seite zu £(Q)) und hat Pole hochstens dort, wo p oder o' Pole
haben. Wir sehen aber in den Rechnungen von (6), dass die linke Seite in einer Umge-
bung von 0 holomorph ist. Da die linke Seite zu K(Q)) folgt, dass diese dann in ganz
C holomorph ist. Nach Vortrag 5, Satz von L1OUVILLE? (1.1), ist die Funktion daher
konstant. Nach (6) wiederum ist diese Konstante gleich Null, also

0% — 40> + @p + g3 =0. u

3Ist f € K(Q) holomorph, dann ist f konstant
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Wir erhalten eine weitere Differentialgleichung

(2.3) Korollar
Es gilt

20" =12¢° — 2.

Beweis
Differenziert man (3) so folgt

(07 = 4> —gp—g3) = 20 " =120 ¢ — g2/ = 2p" =12¢* — g3

O
Fiir die WEIERSTRASSsche o — Funktion und deren Ableitungen gilt das
(2.4) Korollar
Fiir k € N gilt %) € Z[Gy, G, 9] + Z[Gs, Gs, 9]¢ o

Beweis
Beweis durch Induktion:
(LA.)Es gilt fiirk =0
0O = e Z[Gy, G, 0] + Z[Gy, G, 0]
Weiterhin wissen wir fiir k =1
o' € Z|Gy, Ge, 9] + Z[Gy, Gs, 9]¢
Nach Korollar (2.3) gilt fiir k =2
0" = 60> —30Gy € Z[Gy, Ge, 9] + Z[Gs, Ge, 9]¢’

(I.V.) Sei die Behauptung also richtig fiir ein k € IN.
(I.S.) Damit erhalten wir

oY) = (o5 € Z[Gy, Go, p] + Z[Gs, Ge, 9]¢,

denn nach (I.V.) ist zunichst p* € Z[Gy, G, ] + Z[G4, Gs, 9]¢
Also ist

@k—i—l = (pk)/ < Z[G4, Ge, @] @/ + Z[G4/ Ge, @] fQN-
Nach (I.A.) ist aber widerrum p" € Z[Gy, G, 9] + Z[Gy, Ge, p| ¢’ darstellbar.

Also damit auch )
o) € Z[Gy, Ge, p] + Z[Ga, Go, 9]¢ 0
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Fiir elliptische Funktionen beziiglich Q gilt folgende Aquivalenz.

(2.5) Korollar
Fur f € K(Q) sind dquivalent:

i) f ist holomorph in C\Q.
ii) f € Clp] +Clp]- o' o

Beweis

,1)=-1i)” Subtrahiert man ap" bzw. ap" - ', a € C, n € Ny geeignet von f, so kann
man die Ordnung der Pole in den Gitterpunkten sukzessiv erniedrigen indem man
den Exponenten der Polstelle betrachtet. Das heisst bei einer Polstelle mit geradem
Exponenten subtrahiert man die Funktion mit ap" = a(z 72+ -+ )" = az7 2" + ...
a € C, n € INg geeignet und erniedrigt damit die Ordnung der Polstelle mit geradem
Exponenten. Entsprechend bei einer Polstelle mit ungeradem Exponenten subtrahiert
man die Funktion mit xp" - o' = a(z 724 --- )" (2234 - ) =az 2" 3 ... a €
C, n € INp geeignet, und erniedrigt damit die Ordnung der Polstelle mit ungeradem
Exponenten. Nach endlich vielen Schritten bricht dieser Algorithmus ab. Schliefilich
beachte man noch, dass nach Vortrag 5, Satz von LIOUVILLE (1.6)4, resof = 0. Also
hat ein solches f mindestens einen Pol 2. Ordnung. Auf diese Weise erhélt man ein
g € Clp] + Clp]p’ mit f — g ist holomorph in Null. Wegen f — ¢ € K(Q) und f
holomorph in C\Q) ist f — ¢ dann eine ganze Funktion auf C. Nach Vortrag 5, Satz
von LIOUVILLE (1.1), existiert daher ein a2 € C mit

f-g=a < f=g+acClp+Clply.

= f € Clp] +Clp] - ¢

Lii)=1) Sei f € C[p] + Clp] - ¢/, so folgt direkt, dass f holomorph in C\Q) ist, weil p
und @’ nur Pole in Q) haben und D,,., C D, sowie D, ., C D, U Dy gilt. O

st f € K(Q) und P ein Periodenparrallelogram, dann gilt .. p resc f = 0
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Aus Korollar (2.3) und der LAURENT-Reihe aus Satz (1.1) erhalten wir

(2.6) Korollar
Fiir n > 4 gilt die Rekursionsformel

(n—3)2n+1)(2n —1)Gy, =3 - Y (2p—1)(29-1)GppGay. (7)) ©

p=224q9=22pt+q=n

Beweis
Man tréagt die LAURENT-Reihe (2) in o 4+ 30G; = 69 nach dem Korollar (2.3) ein
und erhalt fiir die linke Seite

30Gy + g

1
= 30G, + <22 + Y (2n—1)Gyy - 22”2>
n=2

=30Gs+6z %+ Y (2n—1)(2n —2)(2n —3)Gyy - 22",

n>2

Fiir die rechte Seite gilt andererseits

6@2

2
=6- <22 + ) (2n—1)Gyy -22”2>

n>2

2
—6z744+6-2-272. (Z(Zn— 1)Gay -22"_2> +6- (Z(Zn —1)Gyy -22”_2>

n>2 n>2

=627 412 1 (20~ )G -2 46+ 1 T (2p — 1)(29 — 1)GyGag 7
n>2 p>2q>2

Stellt man nun um und teilt die Gleichung durch 2, so folgt

1
15G, +3z 4 + 5 L (21 =1)(2n —2)(21 —3)Gay - zZ2n4

n>2
—3z7*—6-Y (2n—1)Gy, - 2" *
n>2
=3-Y" Y (2p —1)(29 — 1)GppGpgz?P 2174,
p=2422
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Fasst man nun die linke Seite zusammen so erhilt man

15G4 + ) E(zn —1)(2n—2)(2n —3) —6(2n — 1)] Goy - 2774

n>2
— 2 B(Zn —1)(2n—-2)(2n —3) — 6(2n — 1)} Gy - 2214
n>4
- Z (2n—1)[(n—1)(2n —3) — 6] Gy, - 22" 4
n>4
=) 2n—1)(n—3)(2n+1)Gyy - S2n—4
n>4

Wir erhalten also

Y @n—1)(n=3)2n+1)Gy - 22" * =3 Y Y (2p —1)(29 — 1)GGpgz? 2174,
n>4 p>2q>2

Fiir p + q = n folgt mittels Koeffizientenvergleich damit die Behauptung
(n—3)2n+1)(2n —1)Gy, = 3 - Y. (2p—1)(29 —1)GypGyy.

P=2,422ptg=n ]

Wir konnen mit Hilfe der Rekursionsformel (7) nun EISENSTEIN Reihen in Abhédngig-
keit von G4 und G¢ darstellen.

(2.7) Bemerkung
Setzt man nun ein spezielles n > 4 in (7) ein so erhdlt man fiir n = 4

7Gs = 3G3,
denn

(4-3)(2-4+1)(2-4—1)Go.g =3~ Y, (2p—1)(29 —1)Gy Gy

22922 prg=1
= 63Gg =27G3
— 7Gg =3G3.
Entsprechend erhélt man fiirn = 5
198G1p = 90G4Ge <= 11Gyg = 5G4Gg
sowie fiirn = 6

429Gy, = 126G4Gs + 75G; <= 143Gy = 42G4Gs + 25G; = 18G; +25Gg.



Die Differentialgleichungen §2 Die zweite Differentialgleichung

Allgemein konnen wir nun formulieren

(2.8) Korollar
Fir k > 8 gilt Gy € Q[G4, G6]. o

Beweis
Fiir k ungerade ist die Reihe gleich Null. Daher betrachte nur gerade k = 2n, n > 4.

i) Nach Korollar (2.6) hat man

(n—3)2n+1)(2n —1)Gy, =3 - Y, (2p—1)(29 —1)GypGoy.

p=2249=22pt+tq=n

Teilt man nun durch (n —3)(2n +1)(2n — 1) # 0 fiir alle n > 4 so folgt

N
(2p-1)(29-1)
G2 =3. G2 G2 .
' p>2/’l>;p+qn(n_3)(2n+1)(2]’l—1l pP=2q
N eN .
€Q

ii) Wir beweisen die Behauptung durch Induktion:

(L.A.)Die Behauptung ist fiir Gg , G19 , G12 und Gy4 richtig

(I.V.) Es gelte Gy; € Q[Gy,Gg) Vj€{2,--- ,n—1} fiireinn —1 € N.

(LS.) Zeige: Gy, € Q[Gy, Gg)-

Nachi.) gentigt es zu zeigen, dass G,p, Go4 € Q[Gy, Gg| firp > 2,9 > 2und p+q = n.
Firp >2,g>2 N p+qg=ngiltp,qe€{23,---,n—2}, mitder (V) folgt daher

G2p, G2g € Q[Gy, Ge). O

Fiir Losungen der Differentialgleichung (3) gilt das

(2.9) Korollar

Sei () ein Gitter in C mit zugehodrigen WEIERSTRASS-Invarianten g und ¢3. Jede in ei-
nem Gebiet G C C meromorphe, nicht-konstante Losung f der Differentialgleichung
f' = 4f3 — ¢of — g3 wird durch f(z) = p(z +w), z € G, mit geeignetem w € C
gegeben. Ist f € M? eine solche Losung, dann ist Q) das Periodengitter von f. Das
Gitter Q) ist durch ¢>(€Q)) und g3(Q2), also auch durch G4(Q) und Gg(Q2) eindeutig
bestimmt. o

5 M bezeichne die Menge der meromorphen Funktionen.
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Beweis

Sei f eine in G meromorphe, nicht konstante Losung der angegeben Differentialglei-
chung. Weiter sei f in einer Kreisscheibe U C G um u holomorph. Da f nicht konstant
ist wihle U weiterhin so, dass f' # 0 in U. Dann gilt bei geeigneter Wahl der Wur-
zel f' = \/4f3 — ¢of — ¢3. Nach Vortrag 5, Lemma (2.5), wihlt man nun w € C mit
o(w+u) = f(u). Nach (5) gilt

o (w +u) = 4p° (W + 1) — g2 (w + 1) — g3

TSP ) — gaf (u) — g3 = fP(u)

= p?(w+u)=f(u)’

— ¢(wtu) = £f ().
O.B.d.A. nehmen wir p'(w + u) = f'(u) an. Gilt '(w + u) = —f'(u), so ersetze w
durch —w — 2u. Denn ¢’ ist eine ungerade Funktion und man erhalt

o' (—w—2utu) = ' (-w—u) = —¢'(w+u) = f(u)
— ¢ (wtu) = —f(u)

sowie

o gerade

p(—w —2u+u) = p(—w—u) p(w+u) = f(u)

= p(w+u) = f(u).
Die Funktionen f(z) und p(z + w) gentigen also der gleichen Differentialgleichung
1. Ordnung (5) und stimmen im Punkt u {iberein. Daraus folgt, dass die Funktionen
auf der Umgebung U wegen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes gleich sind. Der

Identitiatssatz impliziert f(z) = p(z + w) fir alle z € G. Die fehlende Behauptung
folgt nun aus der Tatsache, dass fiir die p-Funktion die Periodenmenge gleich () ist.[]

(2.10) Bemerkung
An Stelle der Differentialgleichung (3) kann man bei gegebener rationaler Funktion
R allgemeiner nach Losungen w = f(z) der sog. binomischen Differentialgleichung

(w')" = R(z,w) 8)
tiir gegebenes n € IN fragen. o
Ohne Beweis betrachten wir den
(2.11) Satz von MALMQUIST und YOSIDA

Besitzt (7) eine auf C meromorphe und tranzendente Losung, dann ist R(z, w) ein
Polynom in w vomGrad> 2n. o

10
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§3 Ein Vergleich der Differentialgleichungen

In Vortrag 5 hatten wir die erste Differentialgleichung und im zweiten Paragraphen
die zweite Differentialgleichung kennen gelernt. In diesem Paragraphen wollen wir
beide Differentialgleichungen miteinander vergleichen.

Neben

0 =40 — 90 — g3 )

war in Vortrag 5 die Differentialgleichung

?=4(p—e1)(p—e)(p—e3) (10)

hergeleitet worden. Dabei seien ej, e, e3 wie in Vortrag 5 durch

e = p(wk/Z) , ke {1,2,3} , W3 1= w1 + w» (11)

definiert, wenn (w1, w;) eine Basis des Gitters () ist. Da o mehr als drei verschiedene
Werte annimmt, ergibt ein Vergleich fiir eine Unbestimmte X iiber C den

(3.1) Satz
Es gilt
4X° — 92X — g3 = 4(X —e1) (X — &) (X —e3).

Aus Vortrag 6, Korollar (1.2), folgt dann ein weiteres

(3.2) Korollar
Fiir iber C unabhédngige Unbestimmte X, Y gilt

K(Q) = C(X)[Y]/I(X,Y),

wenn I(X,Y) das von Y? — 4X3 + ¢, X + g3 in C(X)[Y] erzeugte Hauptideal bezeich-
net. o

Ein Koeffizientenvergleich in Satz (3.1) ergibt das
(3.3) Korollar

0=re1+e+es (12)
g2 = —4(erez + eze3 + ezeq), (13)
g3 = 4eqezes. (14) o

11
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Beweis
Es gilt
4XP — X — g3

=4(X —e1)(X —ep)(X —e3)

=4(X?—e1X —erX 4 e1e0) (X — e3)

= 4(X3 — 01 X% — e X% — e3X? + e169X + epe3X + e3e1 X — eqe0e3)

= 4X3 —4(e1 + ey + e3) X2 + 4(erep + exes + eze) X — 4ejeges.
Mittels Koeffizientenvergleich folgt dann

0=e+extes, g2 = —4(e1e2 + e2e3 + eze1) , 83 = 4eqezes,

also die Behauptung. O

Fiir die WEIERSTRASS-Invarianten gilt folgendes
(3.4) Korollar

gg’ — 27g§ =16(e; — 62)2(62 - 63)2(63 — 61)2 # 0. (15) o

Beweis
Mit (12) und (13) erhalt man zunéachst

= —4(ejex +exe3 +ezeq)

NP —4(e1(—eq —e3) +e3(—eq —e3) +eqe3)

(12)
_ 2 2

= —4(—61 — e163 — €163 — €3 + 6361)
= 4( 4+ e+ ee3)

S AA a3+ (e —es)(—e2—er))
(12)

= 4(8% + e% + e% + epeq + epes + eqe3)

= 4(eF +e3+e3) +4(erer + eres +ezer)

J/

-~

:—gz

und damit s o s 0
2g2 = 4(@1 + € + 63) < g = 2(81 + 5} + 63).

12
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Weiterhin ergibt sich

g% = [—4(e1en + epez + 6361)]2
(13)

2
= 16(e2e5 + e3e3 + e3e? + 2e1e3e3 + 2e3epes + 2e1e03)

= 16 €2€2+€2€2+€2€2—|—2€€€ e1+e+e
(e1e2 + e3¢5 + e3e1 + 2e1e2e3( €1 +e2 + €3 )

=0 nach (12)
= 16(ele} + e3¢% + e3ed).
Zusammengefasst erhalten wir also
g2=2(cf +e5+e3) und g3 =16(efes + e5e + e3ed). (16)

Weiter ergeben (12) und (13)

2(e1 —ep)? = Z(e% — 2e1e; + €5)
= 2(e3 +e3) — 4ejey + 2e3 — 263
=0
=2(e2 + €3 + e%) —26% — 4e1ep —4(epes + ezer) + 4(epes + ezeq)
—_——

- /

=¢, nach (16) =0

=gy — 203+ :4(6162 + epes + ezer) +4(ezes + ezeq)
_¢, nach (13)

= 29y — 265 + 4e3 (e +e2)
———

—e3

= Zgz — 66%
Es folgt also
(e1 —e2)* = g0 — 3¢€3.

Durch zyklisches vertauschen lassen sich analog fiir eq, €3, e3 die Beziehungen

(e1 — e2)* = g2 — 3¢5,
(eg —e3)*> = g —3e2 und

(e3—e1)* = g — 3¢3,

13
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beweisen.
Man erhalt daraus

16(61 — 62)2(62 — 63)2(63 — 61)2
= 16(g2 — 3¢3) (g2 — 3¢7) (g2 — 3¢3)
= 1695 —3-1695 (€3 +e5+e3) +9 169, (efes + ese3 + e5e3) —27 - 16(ejeres)?
—_—— ~ v —_———

=g>/2, mnach (16) =¢5/16, nach (16) =g2, nach (14)

-~

83
= (16 — 24 +9)g5 — 2743
=8 — 2783,

Da zudem die e1, e, e3 nach Vortrag 5 paarweise verschieden sind, ist

g5 — 2795 = 16(e1 — e2)?*(ex — e3)*(e3 —e1)* # 0. O

Die Identitét (15) aus Korollar (3.4) erhdlt nun eine Bezeichnung in der

(3.5) Definition

Man nennt
A= AQ) := g5 —27¢3 (17)
die Diskriminante und
. . 12¢,)3
o= jlw) = 1282 iz) (18)
die absolute Invariante des Gitters Q). o

Aus den Korollaren (3.3) und (3.4) sowie Definition (3.5) erhalten wir folgendes
(3.6) Korollar
Es gilt

(6162 + eres + 6361)3

(e1 —e2)(e2 —e3)(e3 —e1)?

]':_4.123.

14
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Beweis
Es gilt
_ o (12g)°
(1282)°
8§ — 2783
(33),(34) 1 3 —4-16(eje; + exe3 + ezer)?

"16(e1 — 2)2(ez — 3)2(e3 — €1)2
(er€2 + ezes + e3e1)?

—_— 3 . P .
= 12 (e1 —e2)?(e2 —e3)?(e3 —e1)? O

Durch Substitution erhalten wir eine weitere Darstellung der absoluten Invariante in
dem

(3.7) Korollar
Fiir A := 22 gilt

(1—-A+A%)3

=2y

Beweis
Durch einsetzen von A erhalten wir

(1—A+A2)3
A2(1—A)2
- (e2—€3)*\3
- 256(1 teca o)

(62—83)2( _ e—e3 )2
(e1—e3)? €1—¢3

256

<e‘%—28163+€§+61€3—eg—6162-1—62634—6%—262634—6% > 3
— 256 (81 _63)2

(e2—e3)? (e1—e3—ex+tes 2
(e1—e3)? e1—e3

4 3

(61 — 63) : (E% + B% + 6% — €163 — €163 — 6263)

= 256 Z 5 5
(e3 —e1)” (e2—e3)%(e1 —e2)
——

=(=1)%(e1—e3)®

=¢>/2  nach (16) =g>/4 nach (13)

(el +e3+e5 —eres —eres —eae3)’

= 256
(e1 —e3)?(ex —e3)?(e1 — €)?
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Die Differentialgleichungen §3 Ein Vergleich der Differentialgleichungen

- 64(61 — 63)2(62 — 63)2(61 — 62)2
(2) 4(12)3 . (—4)3(6162 + eres + 6361)3

64(61 — 63)2(62 — 63)2(61 — 62)2
3

(6162 + eres + 6361)

= —4.128
(e1 —e3)%(e2 —e3)%(e1 — €2)?

Um die Nachfolgende Bemerkung zu verstehen ist hilfreich die

(3.8) Hilfsdefinition zur nachfolgenden Bemerkung
i.) Sei f € R[X], R kommutativer unitdrer Ring, ein Polynom tiber R. Die Diskriminante
von f ist definiert als die Resultante von f mit seiner Ableitung f’, d.h.

A(f) = Res(f, f').

ii.) Seien f = ap+ X+ - +a X" und g = b+ 01 X + - - - + b, X" zwei Poly-
nome vom Grad m bzw. n aus R[X], dem Polynomring in einer Unbestimmten
tiber einem kommutativen unitdren Ring R. Dann ist die Resultante von f und g
definiert als die Determinante der Sylvester-Matrix, d.h.

Ay -+ 4ag 0

Res(f g) — et 0 Ay -+ ag
’ bi’l Ce bo 0

0 bi’l ce bO

Dabei stehen die Koeffizienten von f in deg(g) = n Zeilen und die Koeffizien-
ten von g in deg(f) = m Zeilen. Die Matrix ist also eine quadratische m + n

Matrix. o
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Die Differentialgleichungen §3 Ein Vergleich der Differentialgleichungen

Damit erhalten wir nun die

(3.9) Bemerkung
a.) Die Diskriminante A ist bis auf einen Faktor zugleich auch Diskriminante des Po-
lynoms f(X) :=4X> — ¢, X — g3 im Sinne der Algebra, denn es gilt

4 0 —82 —83 0
0 4 0 —8 —43
det| 12 0 —g O 0 = —64A.
012 0 —g 0
0 0 12 0 -—g

Beweis

4 0 —82 —83 0
0 4 0 —8&2 —83
det| 12 0 —go 0 0
012 0 —g 0
00 12 0 -—-g

4 0 -2 -8 0 —g —g3 0
e 0 —¢ 0 0 | 4 0 —-¢9 -9
=4 -det 2 0 —g 0 +12 - det 12 0 —g 0

0 12 0 —-g 0 12 0 —g

[ ( -& 0 0 ) ( 0 —g —g3 )]
=4. (4 det 0 —g O +12-det | —g2 O 0
12 0 —go 12 0 —go
(57 8) el )]
—4 - det 0 -5 O + 12 - det 0 -9 —g3
12 0 - 12 0 -—-g

— 4 4(-gh) —12(-gopder (5 T8 ) | 12 [-a(-gd +12(-g3) + 1223

+12

— —16g5 + 48¢5 + 48¢5 — 144¢5 + 172843
= —64(g3 — 27g3)
— —64A .
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Die Differentialgleichungen §4 Aufgaben

b.) Die Bezeichnung ,absolute Invariante” rechtfertigt sich in Vortrag 9. ©

Aufgaben

§4 Aufgaben

1.) Fiir gegebenes w € (Y mit w ¢ 2Q) wird T definiert durch
p(§) —p(5)
T(z) = Tw(z) := ,z € Q.
&= ® = o o)

a.) T ist fiir eine gerade elliptische Funktion beziiglich (3 mit Nullstellen 2. Ord-
nung in den Punkten von () und Polen 2. Ordnung in den Punkten w /2 + Q).

b.) Jede gerade elliptische Funktion kann rational durch T dargestellt werden.
c) T(z) - Tz+w/2)=1

2.) Man bestimme ¢1, e, e3 fiir den Fall, dass g3 = 0 bzw. dass g» = 0. [

Losung

1.) zua.) DaT € C(p) gilt, ist T eine gerade elliptische Funktion.

Nullstellen:

Betrachte f := p(z) — p(%).

Wir wissen, dass g(z) Polstellen 2. Ordnung in z € () hat.

Da p(%) = ¢, ¢ € C, hat p(z) — p(4) ebenfalls Polstellen 2. Ordnung in
z € C.

Weiterhin ist p(§) — p(%) = ¢, ¢ € C\{0}, da p(¥) # p(5).

Somit hat CTI Nullstellen 2. Ordnung in z € Q).

Polstellen:

Betrachte f := p(z) — p(5):

Firz = w/2 + Q gilt

18



Die Differentialgleichungen §4 Aufgaben

Da ¢’(z) nach Vortrag 5, Lemma (2.4), eine einfache Nullstelle in % + Q)
gilt fiir z = § 4 ) daher

Also hat f eine Nullstelle 2.0rdnung in w/2 4+ () und CT/ hat eine Polstelle
2.0rdnunginz € w/2 4+ Q.

zub.) Lose zunichst T(z) nach p(z) auf

e = p(z) — (%)
— p(z) - p(%) _ p(%)T_sz(%)
= p(z) = M%)T_sz(%) e
s pln) = 29~ p(%T)(;r)p(%’) T(z)

Mit Vortrag 6, Satz (1.1)°, folgt dann die Behauptung.

zuc.) 1) Nacha.) hatT(z)inz = % + Q) Pole 2. Ordnung.
Beh.: T(z + %) hat Nullstellen 2. Ordnung inz = & + Q.
Firz = 5 + Q gilt

w w  w
Da T nach a.) Nullstellen 2. Ordnung in allen Punkten z € () hat, hat
T(z + %) Nullstellen 2. Ordnung in z = § 4 Q.
Multipliziert man T(z) - T(z 4+ w/2) so heben sich in den Punkten § +
() die Pole mit den Nullstellen weg und man erhilt eine holomorphe
Funktion in & + Q).

ii.) Nach a.) hat T(z) in z € Q) Nullstellen 2. Ordnung.
Beh.: T(z + %) hat Polstellen 2. Ordnung in z € Q.
T(% + Q) hat nach a.) Polstellen 2. Ordnung in allen Punkten w € Q).
Multipliziert man T(z) - T(z + w/2) so heben sich in den Punkten z €
() die Pole mit den Nullstellen weg und man erhilt eine holomorphe
Funktionin z € Q).

®Die geraden elliptischen Funktionen beziiglich Q) sind genau die rationalen Funktionen in .
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Die Differentialgleichungen §4 Aufgaben

Mit i.) und ii.) folgt, dass T(z) - T(z + w/2) holomorph auf ganz C da die
Funktion wegen D,,., C D, nur Polein z = § 4+ Q) und z = () haben kann.
Nach dem Satz A von LIOUVILLE ist T(z) - T(z + w/2) = ¢, ¢ € C.

Wihle fiir z = 7. Dann erhélt man

T(z) - T(z+ w/2)
p(7) - p(3) o) —p(%)
7)—9(3) p(T+7%)—0(5)

&
=1
_ 9(5) —p(5) pelliptisch p(F) —p(5) pgerade p(3) —p(5) _,
p(Gw) — (%) p(—jw) — p(%) o(§)—p(5)

2) i) Seigs =0.
Setzt man die ¢, k € {1,2,3}, aus (11) in (10) ein so folgt p'(ex) = 0. Mit (9)
ergibt sich dann

0 =4p°(wi/2) — g2 (wi/2) — g3
40° (wi/2) — gap(wy/2) = 0

462 — e =0

(46% —9)-e=0

ek =0V el =gp/4

ex =0V e =+,/32/2.

Fur die ¢, k € {1,2,3}, folgt also im Falle von g3 = 0
{61162163} - {O/@ _@}

i
o

reree

2 4
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ii.) Sei go = 0.
Setzt man die ¢, k € {1,2,3}, aus (11) in (10) ein so folgt p'(ex) = 0. Mit (9)
ergibt sich dann

0 =40’ (wi/2) — gap(wWi/2) — §3

=0
£ 40%(we/2) —g3 =0
= 0=4de g3
<~ 462 =93

<~ ek:f/%

Weiterhin gilt nach (12)
0=€l-|-€k+€]'<:}€l=—ek—€j (19)

furl,k,j € {1,2,3} paarweise verschieden.
Auflerdem erhalten wir mit (13)

% = —(elek + eke]- + 6]'61)

=0
§ZZ> 0= —(eer + exej + 6]'61)
(19)
= 0= —((—ex —ej)ex +exej +ej(—ex —ej))
= 0= —(—e — exej + exej — exej — e]2-)

— Oze,%+ekej+e]2-.
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§4 Aufgaben

Also erhilt man fiir ej

2
_ €k % 2
6] = _Ej: Z—ek
_ e [ %
2 4
2
e 'Sek
— %k Tk
> "\ 1
= ——k<1:Fi\/§>

Fiir die ¢, k € {1,2,3} folgt also im Falle von g, = 0

{er e2,03} = { /82 \3/% <1+i\/§),_</%

47 2 2
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