Der Korper der elliptischen Funktionen
Vortrag zum Seminar ,Elliptische Funktionen und elliptische Kurven”, 30.11.2005

Sebastian Thomas

In diesem Vortrag soll es darum gehen, den Korper der elliptischen Funktionen nidher
zu untersuchen. Dazu wird mit Hilfe der LIOUVILLEschen Sédtze aus dem vorange-
gangen Vortrag eine algebraische Beschreibung des Korpers aller elliptischen Funk-
tionen gegeben; es wird sich herausstellen, dass sich jede elliptische Funktion als ra-
tionale Funktion in der WEIERSTRASSschen p-Funktion und deren Ableitung schrei-
ben ladsst (mit gewissen zusétzlichen Einschrankungen). Danach werden wir das Kon-
zept der Divisoren kennenlernen und zuletzt die Konstruktion der WEIERSTRASS-
schen p-Funktion nachholen.

§1 Der Korper £(Q)

OWir wollen die algebraische Struktur des Korper I(Q) aller elliptischen Funktion zu
einem gegebenen Gitter () C C genauer untersuchen und diese in Abhédngigkeit von
der im letzten Vortrag eingefiihrten WEIERSTRASSschen p-Funktion angeben. Dabei
ergibt sich zundchst der folgende Satz.

(1.1) Satz
Es sei (2 C C ein beliebiges Gitter. Dann gilt:

a) Die WEIERSTRASSsche p-Funktion (zum Gitter () ist transzendent tiber dem Kor-
per C der komplexen Zahlen.

b) Die geraden elliptischen Funktionen beziiglich () sind genau die rationalen Funk-
tionen in g, das heift

{feK(Q) ]| f(-z) = f(z) fur alle z € domf} = C(p).
c) Esist £(Q)) = C(p)[p'] mit Erweiterungsgrad [[C(Q) : C(p)] = 2. ©

Beweis
a) Nach dem Existenzsatz (2.1) aus dem Vortrag vom 23.11.2005 ist die LAURENT-
reihe von p im Punkt 0 gegeben durch

pz)=z2+mz+...,

das heifst ein beliebiges nicht-triviales Polynom in g kann nicht verschwinden (da
sich die Pole nicht wegheben kénnen). Daher ist o nicht algebraisch und somit
transzendent tiber C.
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b) Zunichst stellen wir fest, dass sicherlich jede rationale Funktion in p elliptisch (da

K(Q)) Korper) und gerade (wie man direkt nachrechnet) ist. Es sei also f € (Q))
eine gerade elliptische Funktion. O.B.d. A. kénnen wir annehmen, dass f nicht
konstant ist (denn sonst ist trivialerweise f € C(p)). Weiter sei (w1, w;) eine be-
liebige Basis von () und m die Anzahl der Pole von f im Periodenparallelogramm
P := Q(wy,wy) = {aywy + apwy € C | ay, a0 € [0,1)}; auBerdem definieren wir
N :={c € P| f'(c) = 0} als die Menge der Nullstellen von f’ in P. Nach Lemma
(4.5) aus dem Vortrag vom 16.11.2005 ist mit f auch f’ elliptisch und damit nach
Proposition (4.4) aus dem gleichen Vortrag N und somit auch f(N) eine endliche
Menge.
Nun ist nach dem dritten Satz von LIOUVILLE (Satz (1.9) aus dem letzten Vortrag)
fur alle u € C\ f(N) auch die Anzahl der u-Stellen von f (mit Vielfachheiten)
durch m gegeben. Es sei ein ¢ € P mit f(c) = u beliebig gegeben (nach Annahme
ist f nicht konstant und damit nicht holomorph, das heifst es gilt m > 0). Da f
gerade ist, gilt somit auch f(—c) = u und mit Proposition (3.3) aus dem Vortrag
vom 02.11.2005 gibt es genau ein w € Q mit ¢’ := w — ¢ € P und

f(d)=flw=c) = f(—c) =u

Wiére nun ¢’ = ¢, so ergébe sich

fle+z)=f(+2z)=f(w—c+z)=f(—c+2z) = f(c—2z),

also f'(c+z) = —f'(c — z) fiir alle z € dom(f) und damit f'(¢) = 0 im Wider-
spruch zur Wahlvon u ¢ f(N).Somit sind c und ¢’ = w — ¢ verschiedene u-Stellen
von f in P, das heifst die Anzahl m der u-Stellen ist gerade: Ist namlich ein w' e
mit ¢’ = w’' — ¢’ € P gegeben, so folgt

= - = - (w—c)= (v —w)+gc,

wegen der Eindeutigkeit in Proposition (3.3) aus dem Vortrag vom 02.11.2005 also
w' —w = 0und damit ¢” = c. Wegen f' = (f —u)' und u ¢ f(N) istauBerdem die
Vielfachheit von u in ¢ und ¢’ jeweils gleich 1. Insgesamt gibt es zu u € C\ f(N)
somit m = 2k verschiedene u-Stellen

ClyeyCkyChyeve, Cp EP mitcj—|-c;- €Q firalleje {1,...,k},

welche alle Vielfachheit 1 haben. Analog hat f zuv € C\ f(N), v # u ebenfalls m
verschiedene v-Stellen

dl,...,dk, /1,..., ;{EP mltd]—l—d;EQ fijralleje{l,...,k}
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der Vielfachheit 1. Definieren wir nun eine elliptische Funktion g € K(€)) durch

g(z) == % firallez € P\ ({dy,...,dy,d},...,d;} UDy)

(wobei Dy die Polstellenmenge von f bezeichne) und setzen g so weit wie moglich
holomorph und periodisch beziiglich () fort, so hat ¢ genau an den Stellen ¢;, c;-
fur j € {1,...,k} Nullstellen und genau an den Stellen dj, d;. furj € {1,...,k}
Pole, jeweils mit der Vielfachheit 1 (man beachte, dass ¢ in den Polstellen von
f wohldefiniert ist, das heifst holomorph fortgesetzt werden kann, denn es ist
ord.(f —u) = — ordc(j%v) fiir alle ¢ € Dy). Die elliptische Funktion h € K(Q)
gegeben durch

furallez € P\ ({dy,...,dy,d},...,d } UQ) (und so weit wie moglich holomorph
und periodisch fortgesetzt), erfiillt jedoch ebenfalls die Eigenschaft, einfache Null-
stellen genau in den Punkten c;, c;- fur j € {1,...,k} und einfache Pole genau in

den Punkten d;, d;- fur j € {1,...,k} zu haben, das heifit der Quotient % ist eine
holomorphe elliptische Funktion und damit nach dem ersten Satz von LIOUVILLE
(Satz (1.1) aus dem Vortrag vom 23.11.2005) konstant. Also ist ¢ € C(gp) und we-
gen f = Zigg%lu somit auch f € C(p).

Fiir alle f € K(Q) gilt die Darstellung f = g + hp' mit g(z) := 3(f(z) + f(—z))
und h(z) = 2@,1(2) (f(z) — f(—z)). Wie man leicht nachrechnet, sind g, h € K(Q)
und gerade, das heifit nach Teil (b) sind g, i € C(p) bzw. f € C(p)[p'] und wegen
o ¢ C(p) (da p’ # 0 ungerade) folgt die Behauptung aus der ersten Differential-

gleichung fiir p (vergleiche Satz (2.8) im letzten Vortrag). U

Mit Hilfe der ersten Differentialgleichung fiir p konnen wir die Struktur von KC(Q2)
noch etwas genauer angeben.

(1.2) Korollar
Fiir iiber C unabhingige Unbestimmte X, Y gilt

K(Q) = C(X)[Y]/(Y* —4(X —e1)(X — e2) (X — e3))C(X)[Y].

(Dabei seien ey, ey, e3 die Konstanten aus Satz (2.8) vom letzten Vortrag.) o
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Beweis

Wir definieren einen Ringhomomorphismus ®: C(X)[Y] — K(Q) durch ®(X) := p
und ®(Y) := e'. Nach Satz (1.1) gibt es zu jeder elliptischen Funktion f € K(Q)
rationale Funktionen R, Q € C(X) mit f = R(p) + Q(p)¢’, das heifit  ist surjektiv.
Um den Kern von @ zu bestimmen, sei ein Polynom p € C(X)[Y] beliebig gegeben.
Nach Division mit Rest gibt es dazu Polynome ¢, r € C(X)[Y] mit

pX,Y) = (Y —4(X —e1) (X —e2) (X —e3))a(X, Y) +1(X, Y),

wobei grad, r < 2 ist. Nun gentigt die WEIERSTRASSsche p-Funktion nach Satz (2.8)
aus dem Vortrag vom 23.11.2005 der Differentialgleichung

0% =4(p—e)(p—e)(p—e3),

es folgt somit

2
@(p) = plp, ') = (9" —4(p —e1) (9 —e2) (p — e3))q(, ') + 7 (0, ')
=0-q(p, ') +r(p,9") = (0, ¢)
und es ist p € Kern® genau dann, wenn (g, ') = 0 ist. Wegen grad, r < 2 ladsst
sich 7(X,Y) aber darstellen als 7(X,Y) = R(X) + Q(X)Y mit rationalen Funktio-
nen R,Q € C(X), auerdem ist (1, p’) eine C(gp)-Basis von K(Q)), das heifit es ist

r(p, ') = R(p) + Q(p)p’ € K(Q). Somit gilt r(p, p’) = 0 genau dann, wenn r = 0
ist. Insgesamt ist also p € Kern ® dquivalent zu

PIX,Y) = (Y2 = 4(X = e1)(X — e2)(X — €3))q(X, Y) fiir ein q € C(X)[Y]

und damit

Kern® = (Y? —4(X —¢1)(X — e2)(X — e3))C(X)[Y].
Mit dem Homomorphiesatz fiir Ringe folgt die Behauptung. O
(1.3) Korollar
Es gibt kein f € K(Q) mit £(Q)) = C(f). o
Beweis

Angenommen, es gibt eine elliptische Funktion f € I(Q) mit £(Q) = C(f). Dann
ist der Einsetzungshomomorphismus

C(X)—K(Q),X— f
surjektiv, als Kérperhomomorphismus also bijektiv. Mit Korollar (1.2) folgt

C(X) = K(Q) = C(X)[Y]/(Y? — 4(X —e1)(X — e2) (X — e3))C(X)[Y].
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Dies ist aber ein Widerspruch, da C(X)[Y]/(Y? —4(X —e1)(X —e2)(X —e3))C(X)[Y]
ein Vektorraum der Dimension 2 iiber C(X) ist, C(X) selbst jedoch nicht. Daher war
unsere Annahme falsch, es gibt also keine elliptische Funktion f € K£(Q) mit £(Q) =

C(f). O

Das folgende Korollar ergibt sich leicht aus einem bekannten Ergebnis aus der Alge-
bra. Daftir miisste allerdings der Begriff des Transzendenzgrades eingefiihrt werden,
worauf wir hier an dieser Stelle verzichten wollen.

(1.4) Korollar
Fiir alle elliptischen Funktionen f,g € K(Q) gibt es ein nicht-triviales Polynom p €
C[X,Y] mit p(f,g) = 0. o

(1.5) Bemerkung
Weil K(Q) ein Kérper ist, ist (Y2 — 4(X —e1) (X — e2)(X — e3))C(X)[Y] ein maximales
Ideal und Y? —4(X — 1) (X — e2) (X — e3) ein irreduzibles Polynom in Y {iber C(X).c

§2 Divisoren

Als ndchstes wollen wir das Konzept des Divisors zur Faktorgruppe C/( einfiihren
und deren algebraische Struktur untersuchen. Dieses soll spédter der Konstruktion
von elliptischen Funktionen mit vorgegebenen Nullstellen und Vielfachheiten die-
nen. An dieser Stelle wird sich zunéchst herausstellen, dass wir jeder elliptischen
Funktion auf kanonische Weise einen Divisor zuordnen kénnen und dass sich die
Faktorgruppe C/() mit Hilfe der Menge aller Divisoren, welche von elliptischen
Funktionen herriihren, beschreiben lasst.

(2.1) Definition (Grad, Divisor)
Es sei () C C ein beliebiges Gitter und ¢: C/Q) — Z eine Abbildung mit endlichem
Trager (das heif3t es sei ¢(c¢) # 0 nur fiir endlich viele ¢ € C/Q)).

a) Der Grad von ¢ sei definiert durch

Gradg:= ) ¢(c).
ccC/Q

b) Die Abbildung ¢ heifst ein Divisor von C/(), falls Grad ¢ = 0 ist. Die Menge aller
Divisoren auf C/Q) werde mit Div(C/Q)) bezeichnet. o
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(2.2) Proposition
Beztiglich der punktweisen Addition bildet die Menge Div(C/Q}) aller Divisoren auf
C/Q) eine abelsche Gruppe. o

Beweis
Es seien Divisoren ¢, € Div(C/Q) beliebig gegeben. Dann gilt

Grad(p—9)= Y (¢—9)(c)= Y o= Y (o)

ceC/Q ceC/Q ccC/Q
=Grad¢ —Grady =0—-0=0,

das heifit esistauch ¢ + ¢ € Div(C/Q) ein Divisor. Also ist Div(C /) abgeschlossen
unter punktweiser Addition und damit eine Untergruppe von Z(€/Q)., O

(2.3) Proposition
Es sei () C C ein beliebiges Gitter und f € K(Q))* eine nicht-triviale elliptische Funk-
tion. Dann ist die Abbildung

¢ C/Q—Z,c+Qr ord f

wohldefiniert und ein Divisor auf C /). o

Beweis
Es seien komplexe Zahlen ¢,¢ € C mit ¢+ ) = ¢ + Q) bzw. ¢ — ¢ € () gegeben. Mit
Bemerkung (4.3) aus dem Vortrag vom 16.11.2005 folgt

ords f = ordg, (¢ f = ord, f,

das heifit ¢ ist wohldefiniert. Ist P ein beliebiges Periodenparallelogramm, so gilt
unter Anwendung des dritten Satzes von LIOUVILLE (Satz (1.9) aus dem Vortrag vom
23.11.2005) ferner

Gradgr= ). ¢@f(c+Q) =) ord.f=0,
c+QEC/0 ceP

also ¢ € Div(C/Q)), da ord, f = 0 fiir fast alle c € P. O

(2.4) Definition (Hauptdivisor einer elliptischen Funktion)
Es sei (3 C C ein beliebiges Gitter. Fiir eine nicht-triviale elliptische Funktion f &
K(Q))* heifit die Abbildung

¢ C/Q—Z,c+Q ord f

der Hauptdivisor zu f. o
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(2.5) Satz
Es sei () C C ein beliebiges Gitter. Dann gilt:

a) Die Abbildung
®: Div(C/Q) - C/Q,9— Y ¢(c)-c
ccC/Q

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, und es gilt

Div(C/Q)/ Kern® = C/Q.

b) Es gilt
{er € Div(C/Q) | f € K(Q)"} C Kern ®. o

Beweis
a) Es seien beliebige Divisoren ¢, ¢ € Div(C/Q) gegeben. Dann ist

Dlp+p)= ) (p+¥)(c)-c= ) o) ct+ )}, 9(c) c=D(p)+D(y),

ceC/Q ccC/Q ccC/Q)

das heifit @ ist ein Gruppenhomomorphismus. Um zu zeigen, dass ® surjektiv ist,
sei ein Element 0 € C /() beliebig gegeben. Ist d = 0 = (), so gilt

®0)= ) 0(c)-c=o,

ceC/O
es sei also 0.B.d. A. 0 # o. Wir definieren
1, falls ¢ =0,

p(c): =< =1, fallsc=Q,
0, sonst.

Dann ist

Grad(p) = ), ¢(c)=1+(-1)=0,
ceC/Q

das heifit es ist ¢ € Div(C/Q) und

Q(p)= Y, ¢(c)-c=¢@)-0+¢p0)-0=1-04(=1)-0=0.
ccC/Q

Somit ist @ surjektiv und mit dem Homomorphiesatz fiir Gruppen folgt

Div(C/Q)/ Kern® = C/Q.
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b) Essei f € K(Q)* eine nicht-triviale elliptische Funktion und ¢ ihr Hauptdivisor.
Nach dem vierten Satz von LIOUVILLE (siehe Satz (1.11) im letztem Vortrag) ist

dann
O(p)= Y @plc+Q)-(c+Q) =Y (ordef)- (c+Q)
c+QeC/Q ceP
= () (ordcf)-c)+Q=0Q=0
ceP

tiir ein beliebiges Periodenparallelogramm P. Also folgt

{er €Div(C/Q) | f € K(Q)*} C Kern ®. ]

(2.6) Bemerkung
Fiir die Abbildung ® aus Satz (2.5) ldsst sich spéter sogar zeigen, dass

Kern® = {¢f € Div(C/Q) | f € K(Q)"}

ist. o

§3 Die WEIERSTRASSsche p-Funktion

In diesem Abschnitt wollen wir die Konstruktion der WEIERSTRASSschen gp-Funktion
zu einem gegebenen Gitter () C C nachtragen.

(3.1) Proposition
Essei K C {(wy,wn) € CxC | wy # O,% ¢ R} ein Kompaktum. Dann gibt es
Konstanten «, 8 > 0, so dass

a|my 4 mai| < |mywy + mpwy| < Blmy + mpi|  fiir alle my, my € R, (w1, wy) € K.

Beweis
Da die Funktion

CxCxRxR— Ry, (w,wy,my,my) — |mywy + mows|

stetig ist, nimmt sie nach dem Extremwertsatz von WEIERSTRASS auf der kompak-
ten Teilmenge K x {(my,my) € R xR | |my + myi] = 1} ein Minimum « und
ein Maximum f an. Da aber (w1,w;) € K tiber R stets linear unabhingig ist, gilt
miwy + mpwy # 0 fur alle (mq,my) # (0,0). Insbesondere also auch fiir alle Paare
(m1,my) € R? mit |my + myi| = 1, das heifit es sind a4, > 0. Ist nun (my,my) €
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R?\ {(0,0)} beliebig (fiir (0,0) ist die Behauptung trivialerweise erfiillt), so erfiillt
):

(my, mh) = HE%:ZE;H die Eigenschaft |m} + mji| = ||(m}, m})|| = 1 und es folgt

a|my + myi| < |miwy + mhaws| |mq + myi]

Mo+ 2| || (1, mp) || = My + M|
= 1 2| 1,my)|| = |miwy 22
|| (1, ma)|| | (1, ma) || '
sowie analog
|m1w1+m2w2| < ,B|m1+m21] O

(3.2) Satz (Konvergenzsatz)
Die Reihe

1 1 1
p(z; w1, w2) 1= — + Y. <— )
2? wE(Zw1+Zwy)\{0} (Z o w)z w?

konvergiert absolut gleichméfsig auf jedem Kompaktum in

{(z,wy,wy) €ECXxCXC|wy #O,% ¢ R,z & Zwi+ Zwy}.
2

Beweis

Essei K C {(z,wy,w2) € CXxCXC |wy #0, ¢ Rz ¢ Zw; + Zwy} kompakt.
Wir wihlen ein p > 0 und eine kompakte Teilmenge K’ C {(wy,w7) € C x C | wp #
0, % ¢ R}, so dass

K C K,(0) x K/,

wobei K, (0) := {z € C | |z| < p} den abgeschlossenen Kreis um den Ursprung mit
Radius p bezeichne. Nach Proposition (3.1) gibt es zum Kompaktum K’ ein & > 0, so
dass

a|my + mai| < |mywy + mowy| fiir alle my, my € R, (wy, wy) € K.

Fiir alle (z, w1, wy) € K, my, my € Z mit |my + myi| > ‘Oail ergibt sich dann

p+1
«

|mywq + mows| > almy + mpi| > a - =p+1
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Setzen wir nun w := myw + Myws, so folgt mit |z| < p weiter

1 1| |w?*=(z—w)?| |w?*—22+2zw—w?| | 2zw —z?
(z—w)? w?| | W?(z—w)? w?(z — w)? | w?(z—w)?
2 12|
|22 :‘ 2-% | l2l _ 2T el | 2
ww=2)? [1=-7) [0~ [1-F7 |wp
Izl p
< 2+ wl 2] < 2+p+1 P
(=50 wP T (1= g)? WP
2+1 0 < 30(p +1)?
= (e |mywy + mawy |3~ admy + myil3
pFI

Da die Anzahl der Paare (my,my) € Z x Z \ {(0,0)} mit |mq + myi| < ‘%1 endlich
ist, ist die Abbildung

K—R,(z,wy,wy) — min |z — (mywy + mawy)|
(m1,m2) €ZXZ\{(0,0) },|my +myi| < L1

wohldefiniert und als kiirzester Abstand von z zu einem Gitterpunkt stetig und K
kompakt ist, hat diese ein Minimum C. Dabei ist C > 0, denn fiir C = 0 gébe es ein
z € Zw1 + Zw, im Widerspruch zur Definition von K. Ferner gilt |mjwq + maws| >
a|my 4+ mpi| > a > 0 fur alle (mq,my) € Z x Z \ {(0,0)}, insgesamt also

1 1
(z — (miwy + maw>))?  (mywq + mow,)?
< 1 1
~ | (z — (mwy + mawy))? (mywq + mowy)?
1 1 1 1

|z — (mywy + mawn) > |miwy + mpwy|?> — C2 0 a2
fur alle (my,mp) € Z x Z\ {(0,0)} mit |my + mpi| < %. Bezeichnet nun

. +1
N:= |{(my,my) € ZXZ |0 < |my+mpi| < pTH

die Anzahl aller vom Ursprung verschiedenen Elemente im Gitter Z @ Zi, die auch

10
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im Kreis K,11 liegen, so folgt:

1 1

(z—w)? w?

w€(Zw1+Zwy)\{0}
1 1

(z — (mywy + mpwn))?  (mywy + mow,)?

(my,mp) €ZxZ\{(0,0)}

- >

. 1
(m1,m2) €ZXZ\{(0,0)},|my+mai| <25

+ X
(m1,m2) EZXZ\{(0,0) } |y +mai| > £
1 1
- L (@ + p)

(m1,m2) €ZXZ\{(0,0) },|my+mi| < L1

¥ 3p(p +1)*
ad|my + mpil3

1 1

(z — (mwy + mpwy))?  (mywy + mpws)?

1 1

(z — (mywy + mpwn))?  (mywy + mow,)?

_|_
(1m1,m2) €ZX Z\{(0,0)}, |y +mai] > L
N(@+C%)  3p(p+1)° 1

we(Z+Zi)\{0}
N(a?2+C2) 3p(po+1)2 ,
_ (lxzcz ) 4 p(pa3 S Gy(z + zi

< ©0.

Somit erhalten wir die absolute Konvergenz aus der absoluten Konvergenz der EI-
SENSTEIN-Reihe G3(Z + Zi). O

(3.3) Lemma
Es sei () C C ein beliebiges Gitter. Dann konvergiert die Reihe

1

oy
fir alle k € N, k > 3, absolut gleichméafig auf jedem Kompaktum in C \ Q. o

Beweis
Analog zum Konvergenzsatz (3.2). Entscheidend hierbei ist die Abschédtzung

1 —_—
(z—w)k|

1 1 1 1 1 1 (o + 1)k

. < . S . ==
=31 @l = (1= 2y o = 0= g5 el el

11



Der Korper der elliptischen Funktionen §3 Die WEIERSTRASSsche p-Funktion

fur |z| < p, |w| > p+1, p > 0, sowie die Konvergenz der Eisensteinreihe G (Q) fiir
k> 3. 0

(3.4) Satz (Konstruktionssatz fiir die gp-Funktion)
Es sei (2 C C ein beliebiges Gitter.

a) Die Reihe

p(z) == palz) = 5+ ), <(Z_1—w)2—$> firz € C\ Q

konvergiert in jedem Kompaktum von C, das keinen Gitterpunkt enthélt, absolut
gleichmaflig.

b) Die LAURENTreihe bei 0 hat die Form

o(z) =z 4+mz+...

c) Die Funktion p: C\ Q — C,z — p(z) ist eine gerade elliptische Funktion beziig-
lich (3, welche genau in den Gitterpunkten von () Pole der Ordnung 2 mit Resi-
duum 0 hat und holomorph in C \ Q) ist. o

Beweis
Fiir alle w € O\ {0} setzen wir

o 1 1
fw(z) T (

z—w)? W
a) Dies folgt bereits aus dem Konvergenzsatz (3.2).

b) Esist f,(0) = —— — 1, = 0, das heiflt die LAURENTreihe von p bei 0 hat das

(0—w)?  w
konstante Glied 0.

¢) Um zu zeigen, dass p eine meromorphe Funktion in C mit Polstellen 2. Ordnung
in () ist, sei ein p > 0 beliebig gegeben. Dann ist

1
p(z) = 2 Z fu(z) + Z fuw(z).
0<|w|<p+1 |w|>p+1
Wihrend le + Y0<|w|<p+1 fw(z) meromorph auf K,(0) ist, konvergiert die Reihe
Y|w|zp+1 fw(z) nach dem Konvergenzsatz (3.2) absolut gleichméfig auf K, (0), ist
also holomorph. Daher hat p|KP(0) genau in den Punkten Q) NK,(0) Pole 2. Ord-
nung mit Residuum 0 und da p > 0 beliebig gewéhlt war, ist o eine in C mero-
morphe Funktion mit Polstellen 2. Ordnung genau in den Punkten des Gitters ()

12
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(und Residuum 0).
Fiir alle z € C \ Q) ist weiterhin
1 1 1
o=t B (mror )
1 1 1
= —|— —
ESp Y. (erar car)

gt L (e @) -0

weO\{0}
das heiflt p: C\ Q) — C ist gerade. Nach (a) kann die Reihe gliedweise differen-
ziert werden:
-2 -2

o'(z)=—+ ), ———22 CEnE furallez € C\ Q.
2 e 2 w)? weo (

Somit ist g’(z) nach Lemma (3.3) absolut konvergent und fiir alle w € Q) folgt
(2 +w) = ¢'(2).

Es sei nun (w1, wy) eine Basis von () und seien Konstanten C1,C; € C gegeben
mitp(z—i—w) p(z) +C;firj € {1,2},z € C\ Q. Dannsind 3, % € C\ Qund
damit —=t, == € C\ (); es folgt

Ci= o~ +w)) = p(—)) = p(S)) —p(—5]) =0 firj e {1,2}

und damit p(z + w) = p(z) furallez € C\ Q, w € Q, das heifit p ist eine
elliptische Funktion zum Gitter ). O

(3.5) Beispiel
Es sei (wq, wy) eine Basis des Gitters Q), w3 := w1 + wy und f € K(2Q)). Dann ist g
definiert durch

gz2)=f2)+flz4+wi)+ f(z+wr) + f(z+w3z) furalleze C\Q
eine elliptische Funktion zum Gitter (), denn mit f ist auch ¢ meromorph und es gilt
flztw) + fz+wr+w) + f(z+ w1 +wa) + fz+ wi + ws)

f(z+wr)+ f(z+2w1) + f(z+wy + w2) + f(z+2w1 + wy)
flz4+w1) + f(z) + f(z+ w3) + f(z+ w2) = g(2)

g(z+w)
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sowie analog
8(z+wa) =g(2)
furallez € C\ Q. Istnun f := g,0, so hat g Polstellen genau in den Punkten

20U 2O+ wy) U 2O+ wy) U (2O + w3) = Q,

denn in den Polstellen von pyn(z + w;) sind alle prqa(z + wj) fiir i,j € {0,1,2,3},
i # j, wo = 0, holomorph (die Polstellen der vier Summanden addieren sich also
und heben sich nicht weg). Da die Funktionen z — @ (z + wj;) furi € {1,2,3} in
0 holomorph und daher in eine Potenzreihe entwickelbar sind, ist die LAURENTreihe
von ¢ um den Punkt 0 gegeben durch

g(z)=z"%+ap+...,
wobei ag = ©20(0 + w1) + p20(0 + w2) + 920(0 + w3) = eim) + eém) + eém). Die
holomorphe Fortsetzung von ¢ — pq ist somit eine ganze Funktion, nach dem ersten
Satz von LIOUVILLE also konstant. Es folgt ¢ — oo = ag bzw. g = ap + pq. o

(3.6) Beispiel

Es seien a,b € C beliebige komplexe Zahlen, () C C ein beliebiges Gitter, (w1, w»)
eine beliebige Basis von () sowie w3 := w1 + wy. Ista = b (mod O), so folgt aus
der Periodizitét elliptischer Funktionen, dass alle f € K(Q), welche in a und b holo-
morph sind, auch f(a) = f(b) erfiillen. Nehmen wir also umgekehrt an, dass a # b
(mod Q). Wir betrachten die elliptische Funktion f € K(Q) definiert durch f(z) :=
plz—a+@)firb—a ¢ P +Qbzw. f(z) = p(z—a+ ) firb—a € F+Q.
Nach dieser Wahl hat f in a2 und b keine Polstellen, d.h. f ist in 2 und b holomorph.
Da ajedoch nach dem dritten Satz von Liouville, Satz (1.9) im Vortrag vom 23.11.2005,
und Korollar (2.7) aus dem gleichen Vortrag die einzige f(a)-Stelle im Periodenpar-
allelogramm P ist, folgt f(a) # f(b) wegen b —a ¢ Q). Wir haben also gezeigt, dass
es genau dann eine elliptische Funktion f € K(Q) gibt, die in zwei vorgegebenen
Punkten a und b holomorph ist und f(a) # f(b) erfiillt, wenna # b (mod Q) ist. ©
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