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§1 Die Faktorgruppe C/Q)

Sei () < (C;+). Wir erklaren eine Aquivalenzrelation beziiglich Q) auf C, stellen die
Faktorgruppe C /() vor und untersuchen, wie sie sich in C verhdlt.

(1.1) Bemerkung
Es sei () eine Untergruppe von (C; +). Dann ist

a=b(modQ)) <= a—beQ

eine Aquivalenzrelation auf C, denn sie ist
e reflexivia =a,denna—a=0¢c (),

e symmetrisch: Da 2 Untergruppe von (C; +), gilt mita — b € () auch
b—a=—(a—-0b) e,

o transitivia=b, b=cecQ=a—-b+b—-—c=a—ce Q.

Die Aquivalenzklassen konnen dann in der Form a 4+ (), a € C, geschrieben werden.
Da (C; +) abelsch ist, ist jede Untergruppe von (C; +) ein Normalteiler. Deswegen ist
Q) als Untergruppe von (C; +) ein Normalteiler. Die Faktorgruppe stimmt daher mit
der Nebenklassenmenge iiberein und wird mit

C/Q:={a+aecC}

bezeichnet.
Die kanonische Projektion bezeichnen wir mit

n:C—C/Q, n(a):=a+ Q.

Wir beweisen nun, dass jede Aquivalenzklasse von C/() einen eindeutigen Vertreter
in jedem Periodenparallelogramm hat.

(1.2) Satz
Sei () ein Gitter in C mit Basis (w1, w; ). Weiterhin sei P = o(u; wy, wy) := {u + ajw1 +
apwy; 0 < aq,ap < 1} ein Periodenparallelogramm. Dann ist die Restriktion

m|p:P—C/Q, p—7(p)=p+Q,

bijektiv. o
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Beweis
i) Injektiv:
Seien pq, p2 € P, mit

p1+Q=rmn(p1) =n(p2) = p2+Q

Dann folgt p» — p1 € Q. Da p; € Pund p; + (p2 — p1) = p2 € P, folgt nach Proposi-
tion 6A py — p1 = 0.

IT) Surjektiv:

Seia+ () € C/Q), a € C. Nach Proposition 6A gibt es genau ein w € () mit

p=at+tweP=n(p) =p+Q=a+w+Q=a+Q.
Somit ist 77 surjektiv, da man ein Urbild gefunden hat. O

(1.3) Bemerkungen
a) Bekanntlich ist die Addition in C /) durch

@+Q)+(b+Q):=@+b)+0Q

gegeben. Damit ist C /() eine abelsche Gruppe mit Nullelement ().

b) Induziert man die Topologie von C mit der kanonischen Projektion nach C/(), be-
trachtet man also C /() mit der Quotiententopologie, so wird C /() zu einem kompak-
ten topologischen Raum. Dabei heifst definitionsgemafs eine Teilmenge A von C/Q)
offen, wenn 771 (A) offen in C ist. Wegen Satz (1.2) kann man sich C/() als Torus im
R3 vorstellen. Man hat dazu lediglich die gegeniiberliegenden Seiten eines Perioden-
parallelogramms zu identifizieren:

C D e

Wir erhalten folgendes

(1.4) Korollar

Sei () eine diskrete Untergruppe von (C; 4 ). Dann sind dquivalent:

(i) Q) ist ein Gitter

(ii) Die Faktorgruppe C/() ist kompakt. o
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Beweis

(i)=-(ii): Gilt nach Bemerkung (1.3)b).

(ii)=(i): Sei Q) eine diskrete Untergruppe von (C; +), dann gilt nach
Bemerkung (1.3)b):

a) Q) = Zw, w ist Basis von (), oder

b) Q) = Zw1 + Zwy, (w1, wy) Basis von Q).

Annahme: () = Zw. Dann hat man die Situation:

Dies widerspricht der Kompaktheit von C/). Dann ist () = Zw + Zw,, also ein
Gitter. ]

§2 Bemerkungen iiber mehrfach unendliche Reihen

In diesem Paragraphen definieren wir n—fach unendliche Reihen und betrachten die
absolute Konvergenz solcher Reihen.

(2.1) Definition (n-fach unendliche Reihe)
a) Seien ¢ € Z" und a¢ € C, dann heifit die Summe

Y g
geZ!

eine n-fach unendliche Reihe.
b) Die Reihe in a) heifdt absolut konvergent,wenn es ein C > 0 gibt mit

Y lag] < C

g€E

fiir jede endliche Teilmenge E von Z". o
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Wir erhalten den

(2.2) Satz
Eine absolute konvergente Reihe darf beliebig umgeordnet werden. o

Beweis
Da Z" unendlich abzéhlbar ist, gibt es eine Bijektion

p:IN— 2Z".

Sei weiterhin } .7 oy absolut konvergent. Somit existiert ein C > 0, so dass fiir alle
ECZ", §E < oo, gilt
Y fag] < C.

g€E

Wegen
p({1,..,n}) C Z"mitde({1,..,n}) < oo
gilt

n n
| Z‘X(p(k)| < Z |0‘<p(k)| <C,VneN.
k=1 k=1

Somit ist die Folge der Partialsummen von } e [y x) | beschrénkt, alsoist Y gen 2 (k)
absolut konvergent, darf daher nach Analysis I beliebig umgeordnet werden. Damit

erhdlt man } 4N &) = Lge zn - U

§ 3 Gitterinvarianten

In diesem Paragraphen definieren wir den Durchmesser einer Grundmasche und die
EISENSTEIN-Reihen. Dann zeigen wir, wie sich die EISENSTEIN-Reihen verhalten.

(3.1) Definition (Durchmesser einer Grundmasche)
Sei O ein Gitter in C mit einer Basis (w1, w;). Dann definieren wir durch

(1) 0:=0(w1,wr) :=sup{|z —wl|; z,w € o(wy,wy)}
den Durchmesser der zugehorigen Grundmasche. o

Wir benétigen eine weitere
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(3.2) Definition (Anzahl der Gitterpunkte innerhalb eines Kreises)
Fiir p > 0 bezeichnen wir mit

Ap(Q) = t{w € 4 w| < p},

die Anzahl der Gitterpunkte im abgeschlossenen Kreis um 0 mit Radius p. o

Man kann eine Aussage iiber die Anzahl A,(Q)) der Gitterpunkte in K,(0),0 > 0,
treffen. Das beinhaltet der folgende

(3.3) Satz
Fiir alle p > ¢ gilt

7T 2 7T 2
— < A,(Q) < .
vol (Q)) (0=2) P8 < vol (Q)) (o2)
Beweis
Seien p >  und
Ko={z€Clz| <p} und Mp:= |J o(wwiw),
we,|w|<p

sowie 0 := 6(w1, wy) der Durchmesser der zugehorigen Grundmasche.
Dann folgt

Betrachten wir die Flachen

Fg, ;= m(p— 5)?, Fum, = vol(QQ) - Ap(Q)) und Fy, , = 7t(p +6)?
so erhalten wir daraus
(o —8)? < vol(Q) - Ay (Q) < 7(p + ).

Damit bekommen wir

7T 2 7T 2 ..
—6)* < < 0)°, fur alle p > 6.
UOZ(Q) (P 5) — AP(Q) — UOZ(Q) (p+ ) , Tur alle P i
Damit erhalten wir das
(3.4) Konvergenz-Lemma
Sei () ein Gitter in C.
Die Reihe Y9 1,ecq |w| ™" konvergiert genau dann, wenn a > 2. o
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Beweis

1. Méglichkeit des Beweises:

1. Fall: Seia > 2und () # E C Q\{0} endlich sowie M :=max{|w|; w € E}.
Zu zeigen: Y oL ,ep |w| ™" < 00 = Yo2peq |w|TF < oo, da E beliebige endliche
Teilmenge von Q) ist (vgl. Definition(2.1),b)).

Aus dem Satz (3.3) wissen wir,

UOZTQ) (n+1- 5)2 < An(Q) < UOZ?[Q) (n+1 +5)2
und T 52 < A (O s 52
Z)Ol—(Q)(n_ )- < An( )<UZ(Q)(n+ ).

Damit erhidlt man ein ¢, > 0 mit

7T ) ,
< _ < B -
05 At (@)= AnlQ) = 00l (QQ) [(n+1+0)"— (n—96)7]
— vol(Q) [(n+1)"+6"+2(n+1)6 —n® — 6" + 2nd]
= UO;ZQ)(”2+2Tl+1+(52+2n5+25—n2—52+2n5)
T
= < . > .
vol () (2n+1)(26+1) < con firallen >4

Wir definieren

€1 = Y. lw|™%.

0£we,|w|<o+1

Weil w > 2,ist (n+1)7* < |w|™* <n* flur n < |w| < n+ 1. Damit ergibt sich

Yol < a+ Y (Aua(Q) - AlQ)n "

weE nelN,6<n<M
(0] (0]
< o+ Y om =c+ce ) o'
n=1 n=1
= :C < oo

Nach Definition (2.1)b) folgt damit die Behauptung.

2. Fall: Trivialerweise divergiert die Reihe fiir « < 0.
Denn fiir « < 0, ist —a > 0 und damit gilt: |w| — o0 = |w|™* — oo.
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3.Fall: Sei 0 < « < 2und N € IN,N > 24. Aus Satz (3.3) erhdlt man ein ¢z > 0
mit

An(Q) — AN (Q)

T 2 2
> _ _ _
> oy [N = = (k=N + )’
= " _(K2N% — 2kNG + 6% — KAN? + 2kN? — N2 — 2knd + aNé + §)?)
vol (Q))
_ T 2 A2
= o(cy NG+ 2KNF — NP+ 2N0)
7T
= ol (N~ 9 @NK=N)
7T
> — >
= UOZ(Q)(N (S)Nk_Cg,k

furallek € Z, k > 2.Sei E,, := {w € O); 0 < |w| < nN}. Dann gilt

Y fwl™ > Y (An(Q) = Ap () (kN) ™ > esNT )k
wek, k=2 k=2

Weil die Reihe Y1 k! * fiir « < 2nach Analysis II divergiert, divergiert auch
Yotweq |@] 7% > Toer, lw]™ > caN~¥ Y0, k1% fiir o < 2.

2. Moglichkeit des Beweises:
(i) Zeige: O.B.d.A. kann () = Zi + Z betrachtet werden.
Zeige dazu:

VmmneZ, 30 <c; <cp € Rmit c1|mi+ n| < |mwy + nw,| < cp|mi + n.

Dazu: Es gilt

w
Imewy 4 nws| = |m== +nl - |wy|.
W2

Wir definieren T := % Dann gilt T # 0 und Im7 # 0, da w;, w, linear unabhingig
sind.

Betrachte
mt+n| _ |mt4+n| m

n
- = = T+
mi+n|  Vm2+n2  Vm2+n2 Vm? 42

|.
Dann gilt

(%)

m n

\/m2+n2'\/m2—|—n2) € K:={(a,p) Ele; “2+/32:1}-
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Weiterhin betrachten wir die Funktion
K—R, (&) |at+fl.

Die Funktion ist stetig auf einer kompakten Teilmenge von R?, nimmt also Minimum
und Maximum an. Somit existiert ¢, C mit

c<lat+B|<C V(apB) €K

Wegen (*¥) ergibt sich
g Imtrnl &
— |mi+n| —
Also existieren 0 < ¢1 < cp, mit ¢q1|mi + n| < |mwy + nwsy| < cp|mi + nl.
Damit gilt
a ), o< Y el <e ) lol ™
0#we) 0#we 0#we)
d. h.

Y o F<oe= ¥} |wF<oo.
0£we 0#£wen)

ii) Zeige: Sei & > 1. Dann existieren 0 < ¢’ < ¢ mit

lm' ™ < Y (m? 4+ n?) "2 < c|m|'* Vo € Z\{0}.

nesz

Dazu: Es gilt einerseits

Z( 1 )tx/2 — Z 1 + Z (m2+n2)—a/2

2 2 2 2\a/2
nez MM i (M 122 S
e 1
< Z + Z (m2_{_n2)fa/2
|m|
In|<[m| [n|=>[m|
1) 7’[2
< 2[m||m|=* 4 |m|=* ) 1+ —)"?
r=1rim|<|n|<(r+D)fm] ™
r21+121+111722 00
< 2dml|m| T+ |m |7 Y 2)m|(1 + )7/
r=1
1> 1
2=,211 0
r Sr+ 2|m|lfzx+2|m|1fzx2rﬂx
r=1
Yoo r <o
’ 1§ c|m|1=.
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Andererseits ergibt sich

1 1
Y () > Y (5 5)?
ney, M-+n inf<Jm| 2m
=1 1 w/2 —u
> Y ()]
n=0
_ 1 /2 —
= () m[
Z C/|m|1—w
Aus ii) folgt
Lol = % end)
0#weQ) (0,0)t£(m,n)tez?
- T TG
m2+n2
0#meN neZ O#neZ
< Z C!m\l “ Z |n| %
0£meZ nez
< C < oo, wenn « > 2.
Sowie
1
Y, o™ =) ) P+ Y s
0£wen oLmeN ez M +”2 0inez (n2)4/2
> ) mr Y nf !

0#£meZ nez
= oo, wenn a < 2.

Damit erhélt man, dass die Reihe )y, ,cq |@w|™* genau dann konvergiert,
wenn x > 2. ]

(3.5) Beispiel
Sei () = Zwy + Zw; ein Gitter in C. Dann gilt fiir a« > 2,

Y, wt= ) (¢'s¢)7E 5= ( Re""l’z_ Re(w2) )

0£weN 0£g€22 (w1@7) |602|2

Denn sei ¢ = ( Z >, soist ¢! = (a,b). Dann gilt
fo w12 Re(wi@s) a
5= 00 ( pen e ) (i

10
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— (cz|a)1|2 + bRe(wy@y), aRe(w1n) + b|w2|2) ( Z )

= a?|wi|? + abRe(w1@wy) 4 abRe(wi@;) + b?|ws |?
= a2]w1|2 + 2(awn, bwy) + b2|w2\2

= |awy + bws|?
Da fiir Q\{0} = Zw; + Zw, die Abbildung
¢ : O\{0} — Z>\{0}, aw; + bwy — (a,b),
eine Bijektion ist, und } g, ,cqw ™ < oo flir & > 2, darf man also umordnen. Damit

gilt die Aussage. o

Im folgenden Teil betrachten wir nun die sogenannte EISENSTEIN-Reihen iiber einem
Gitter ().

(3.6) Definition (EISENSTEIN-Reihen)
Wir definieren fiir k > 3 durch

Gr:=G(Q) = )| wk
0#£wen)

die sogenannte EISENSTEIN-Reihen. o

Aus dem Konvergenz-Lemma (3.4), erhilt man sofort das

(3.7) Korollar
Die EISENSTEIN-Reihen

Gri=Gp(Q):= Y w ¥ fiir k>3
0#we)

sind absolut konvergent. o

Fiir ungerade k € IN, k > 3, konnen wir den Wert der EISENSTEIN-Reihen bestimmen.

(3.8) Proposition
Seik € N, k > 3, ungerade. Dann gilt

Ge(Q) = 0.

11
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Beweis
Weil mit w auch —w zu () gehort, gilt mit Satz (2.2)

Gi= ¥ wt= L (-0)*= L ()t = ()G,

0£we) 0£we) 0£we)
Fiir k ungerade ist (—1) ¥ = —1, also Gy = —Gy, was G; = 0 bedeutet. O

(3.9) Bemerkung
Zundchst kann man nicht ausschliefSen, dass alle Gy gleich Null sind. Wir werden
nachher sehen, dass G, k > 4 gerade, i.a. von Null verschieden sind. o

(3.10) Beispiele (Gitter bei denen Gy fiir gerade k gleich Null ist)
1)Seik € Z, k > 2. Es gilt Gy = 0, falls Q = Zi + Z und k # 0(mod4).
1. Fall: Sei k ungerade, dann ist Gy = 0 nach Proposition (3.8).

2. Fall: k = 2(mod4)

Wir definieren
Oy = {myi+my | my,my € Z, (my > 0und myq > 0) oder (my < 0und m; <0)}.

Dann ist
01 Ni0; = 0 und QU0 = O \ {0},

denn: Sei w = mqi + my € )y, dann ist
iw = myi —mq € Q\Ql,

da (—m1 < 0und my > 0) oder (—m; < 0und m, < 0).
Also

G(Q)= Y wf=Y (wF+(w) =Y (wF-w) =0

wteui()l (4)601 weﬂl

12



Gitteinvarianten §3 Gitterinvarianten

2)Seik € Z, k > 2.Es gilt Gy = 0, falls Q = Z1 (1 +iv/3) + Z und k # 0(mod6).
1. Fall: Sei k ungerade, dann ist G; = 0.
2. Fall: k = 2(mod6) oder k = 4(mod6),n € Z. U {0}.

Damitw =m(3(1+iv3))+n, 0<méeZ, 0<neZauch

w, = CU(COSﬂ—i—iSinTC)
o 3 3

= (m(3(1+V3) +n)(5(1+iV3))
m  im\/3 n iny/3

2+ 2 +2+ 2
= (m+n)(%(1+i\/§))—m,

2 2 1
wy = w(cos?n + isin?n) = n(i(l +iV3)) —m—n,
w3 = w(cosT+isinm) = —w,
T T 1 .
Wy = w(cos(—g) + zsm(—g)) = _n(§(1 +iV3)) +m+n

und
ws = w(cos(—zg) + isin(—Z?n)) =—(m+ n)(%(l +iV3)+m

zu () gehoren, und

21T 21
<argwy < —- 3 <argwy < T,

0 < ,
<argw < <3

N W[
w3

-7 < argwz < ——n, 2 < argwy < —E, LA argwy <0
- 3 3 - 3 3 -
gilt, ergibt sich also
Gr:=G(Q) = )] w*
0£wen

13
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Z w k4 (—w)*k

0£we), 0<argw< 7

+ (w(cos %T + ising))_k + (w(cos —% + isin—%))_k
2 .. 2 2 L. 2
+ (w(cos—n—I—zsm—n)) k4 (w(cos——ﬂ-i—zsm——ﬂ)) k
3 3 3 3
= ) w_k[1—|—(—1)_k—|—(cosz—|—isinz)_k
0£weQ), 0<argw< 7 3 3
2 2
+ (cos—g + isin—%)_k -+ (cos?ﬂ + isin ?n)_k
2 2
+ (cos—?n—%isin—?n)’k]
Wennk = 6n+2,n € Z, gilt (—1)7F =1,
(cos%%—isin%)‘k
~ cos —(6n+2)1 Lisin —(6bn+2)m
3 3
= cos _3 +isin _3
1 .
- _§(1+1\/§)/
1
(cos —;—T + isin—;—r)_k = E(_l +iV/3),
2 2 1 .
(cos?ﬂ +isin ?n)_k = 5(—1 +iv3),
2 2 1
(cos—?n + isin—?ﬂ)_k = —5(1 +iV/3).
Also
G = Gi(€Y)

- y w‘k(1+1—%(1+i\/§)+%(—1+i\/§)

0£weQ), 0<argw<%

+%(—1+i\/§) - %(1+i\/§))

14
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Wennk =6n+4,ne€Z,(-1)* =1,

(cos ™ tisin E)’k

3 3
— 4 — 4
= cos—(6n+ L —|—isi1r1—(6n+ L
3 3
= Cos _3 +isin _3
1 .
— E(_1+Z\/§)/
1
(cos—g + isin—g)_k = —5(1 +iv/3),
2 2 1
(cos?ﬂ + isin ?n)_k = —5(1 +iV3),
2 2 1
(cos—%T + isin—?ﬂ)_k = E(_l +iV3).
Also
Gr = G¢(Q)

= )3 w—k(1+1+%(—1+i\f3)—%(1+i\f3)

0£weQ), 0<argw<%

1 : 1 .
—5(1 +iv3) + E(_l +iv/3))

= 0.
(3.11) Bemerkung
Es gehort zu den faszinierenden Ergebnissen der noch zu entwickelnden Theorie der
elliptischen Funktionen, dass diese EISENSTEIN-Reihen Polynome tiber Q in G4 und
Ge sind. Zum Beispiel gilt 7Gg = 3G4 und 11Gy9 = 5G4Gg. Dies steht in Analogie zu
bekannten Ergebnissen tiber die RIEMANNSsche Zeta funktion

{(s) := i n°,s>1.
n=1

betrachtet man namlich statt eines Gitters () eine Untergruppe vom Rang 1, also z.B.
Q) = Z, dann erhilt man an Stelle von (2) die Gitterinvarianten Fy := 2{(k), k > 2 ge-
rade, die nach L. Euler bekanntlich rationale Vielfache von 7t* sind, sich als Monome
in F, schreiben lassen:

1 1 T2 s 710 8
5(2)—1*‘?"'3—2*'---—?,@(4)—%, (6)—%,&8)—@
Also 5F; = F2,35F; = 2F;. o

15
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§4 Erste Eigenschaften elliptischer Funktionen.

In diesem Paragraphen definieren wir die elliptischen Funktionen. Weiterhin zeigen
wir Eigenschaften der elliptischen Funktionen.

Voraussetzung des Paragraphen: Sei () = Zw; + Zw, stets ein Gitter in C mit Basis
(w1, w).

(4.1) Definition (elliptische Funktion)
Sei f € M. f heifst elliptisch oder doppelt-periodisch beziiglich (), wenn () C Perf, d.h.:
(1) Df+w=Dy furallew € Q),

(2) f(z+w)=f(z) furallew € Qundz € C\Dy.

Es bezeichne K () die Menge der beziiglich Q) elliptischen Funktion. o

(4.2) Bemerkung

Interpretiert man hier (2) derart, dass die Gleichung fiir alle z und w gelten moge, fiir
welche beide Seiten sinnvoll sind, so ist (1) eine Folge von (2). Die Bedingungen (1)
und (2) sind sicher erftillt, wenn sie fiir eine Basis von () richtig sind.

Beweis

Sei (w1, wy) Basis von (), mit

(1) Df+cu1 :Df/ Df+w2:Df,

(2) flz+w1) = f(z), flz+w2) = f(z) furalle z € C\Dy.
Dann gilt

Df + (Zw1 -I-sz) = (Df +Zw1) + Zwy = Df + Zwq = Df/
und
f(z+Zwi + Zws) = f((z+ Zw1) + Zwsr) = f(z+ Zw1) = f(z), VzeC\Dy

Das heifst, Die Bedingungen (1) und (2) sind sicher erfiillt, wenn sie fiir eine Basis von
Q) richtig sind, da jedes w € Q) die Darstellung w = mwy 4+ nwy, m,n € Z, hat. ]

Man sagt daher auch, eine in C meromorphe Funktion heifst doppelt-periodisch oder
elliptisch, wenn sie zwei reell linear unabhéingige Perioden hat. o

(4.3) Bemerkung
Fir 0 # f € M und ¢ € C hat man nach Analysis IV eine Laurent-Entwicklung der
Form

f(Z) = Z an(z—c)", am #0,

n>m

16
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die in einer punktierten Umgebung von c lokal-gleichméfiig konvergiert. Hier sind
die Ordnung von f in ¢ durch ord,. f := m und das Residuum von f in ¢ durch

rescf 1= a_q erklart.

Fir f € K(Q),w € Q und z aus einer geeigneten Umgebung von ¢ + w hat man

flz)=flz—w) =} an(z—[c+w])",

n>m
und es folgt daher

3) ordeywf =ord.f sowie resciof =rescf

Damit ist speziell mit ¢ auch c +w, w € (), ein Pol (bzw. eine Nullstelle oder eine
w—Stelle) von f € K£(Q).
Seien U € C offen, und f : U — C holomorph. ! o

Da sich die Pole in kompakten Mengen nicht hdufen konnen, hat man zusammenge-
fafst die

(4.4) Proposition

Die elliptischen Funktionen K (Q) beziiglich Q) bilden einen Unterkorper des Korpers
M aller meromorphen Funktionen auf C, der die konstanten Funktionen enthalt. Je-
des f € K(Q) hat in jedem Periodenparallelogramm nur endlich viele Pole . o

Beweis

(1) Zeige: IC(Q)) ist Unterkorper.

Zeige dazu: Mit f, g € K(Q) liegenauch f+ g, f-g, % (f #0), —fin £(Q)).
Seienw € O, f,g € K(O).

Zeige zunichst:

1) Df+g +w = Df+g YVweQ,

@) (f+8)(z+w) = (f +8)(z) Yz € C\Dyrg, w €O

Dazu:

zu (1):

Seic € Dy, o C DyU Dyg. Da Dy U Dy diskret, gibt es eine punktierte Umgebung von
¢, inder f und g wohldefiniert. Da ¢ € Df ., gilt

lim|[£(2) + $(2)| = lim |(f + ) (2)] = o

!Man sagt dass f in zy eine w — Stelle der Ordnung n € N hat, wenn C — C, z — f(z) — w in 2 eine
Nullstelle der Ordnung # hat.
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Gitteinvarianten §4 Erste Eigenschaften elliptischer Funktionen.

Mit f, ¢ € K(Q) erhdlt man
o = lim|f(z) +g(z)
— lim[f(z+ ) + gz + @)
= _lim [f(z) +g(2)|

z—Ct+w

= lim |(f+8)(2)]:

z—Ct+w

dh.c+w € Dy, g, daraus folgt Dy, o +w = Dy .
zu (2):
(i) Seiz € C\(Ds U Dg). In diesem Fall gilt

(f+8)z+w)=fz+w)+8(z+w) =f(z) +g(z) Vw e Q.
(ii) Sei ¢ € Dy U D¢\ Dy, . Dann erhalten wir

f+g holomorph in ¢

49 /TR
Pole diskret, also f unil g wohldef. in U\{c} llm(f(z) + g(z))
f8eK(@) lim(f(z + @) + gz + w))
_ lim(f +g)(z + w)

= (f+9)(c+w)Vwe.

Aus (1) und (2) folgt dann f + g € K(Q)).

Um f - g, Jl—; (f #0), —f in K(Q) zu beweisen, verfahre man analog. Bei }7 betracht
man, dass nach den Identitdtssatz die Nullstellenmenge von f diskret ist und

D% = {z € C|f(z) = 0}.

Es ist klar, dass konstante Funktionen in IC(Q)) enthalten. Zwar

f = 0ist Nullelement beziiglich Addition,

f = 1ist Einselement beztiglich Multiplikation.

Also K(Q)) ist ein Unterkorper von M.

(2) Z.Zg: Jedes f € K(Q) hat in jedem Periodenparallelogramm nur endliche viele
Pole.

Dazu:

Sei f € K(Q).

Annahme: D N P=oc.DaP kompakt, also insbesonder beschrénkt, gilt auch

Dfﬂﬁ(c P)

ist beschrdnkt. Damit hat Dy N P nach Identititsatz einen Haufungspunkt. was ein
Widerspruch zu Dy diskret ist. O
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Ein Blick auf (1) und (2) ergibt das einfache, aber wichtige

(4.5) Lemma
Mit f(z) gehoren auch f/(z) und g(z) := f(niz+w), 0 # n € Z, w € C fest, zu
K(Q). o

Beweis

Sei w € () beliebig.

Zu f'(z) :

(1) Sei ¢ € Dy, ord.f = —m, m € IN. Dann hat f die Form f(z) = (z —c)""h(z),
wobei h holomorph ist. Fiir die Ableitung gilt daher

fl(z) = —m(z—c) ™" h(z) + ' (z)(z =) " = (z — ) " H(=mh'(z) + (z = O)(2)),

d.h. Df/ = Df, also auch Df/ +w = Df/, YVweQ.
(2) Zu Zeigen: f'(zo + w) = f'(z0),V z0 € C\Dpund Vw € Q.
Dazu:Seih € C, z=zy+h

oy e £@) = f(0)
f'(z0) = Jim == 2

_ i [ 20) = f(=0)
h—0 h

— im fh+zp+w) — f(z0 + w)
h—0 h+zo+w—(z0+w)

L [ fatw)
—ztw  z— (20 +w)

= f'(z0 + w).

Zug(z):

(1) Seien zg € Dy und w € Q) beliebig. Dann ist nzg + w € Dy, fiiralle 0 # n € IN.
Es gilt daher nzp + w + nw = n(zo + w) + w € Dy, also z9 + w € Dg. Wir erhalten
D¢ + w = Dy fiir alle w € Q).

(2)Seiz € C\Dyund w € Q,

8(z+w) = f((nz +w) +nw) = f(nz +w) = g(2).
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