Perioden
Vortrag zum Seminar , Elliptische Funktionen und elliptische Kurven”, 26.10.2005
David Friedrich

Mein Seminarvortrag iiber Perioden meromorpher Funktionen dient als Einstieg
in das Thema der elliptischen Funktionen und Kurven. Zundchst werde ich einige
Grundlagen aus der Analysis IV wiederholen. Uber den Stoff der Analysis-IV-Vorle-
sung hinaus werden wir den Begriff der Periode definieren und ndher untersuchen.
Als unumstrittener Hohepunkt des Vortrages wird das Fundamentallemma die Cha-
rakterisierung der Perioden einer meromorphen Funktion erlauben.

§1 Meromorphe Funktionen

Dieser Abschnitt dient zur Auffrischung des Analysis-IV-Stoffs und setzt diesen als
gehort voraus. Fiir detailiertere Informationen kann man zum Beispiel das Analysis-
IV-Skript von Prof. Krieg oder das Buch , Funktionentheorie” von W. Fischer und L.
Lieb zu Rate ziehen.

(1.1) Definition (meromorph)
Eine Funktion f heifst meromorph auf C, wenn es eine abgeschlossene, diskrete Teil-
menge D Fvon C gibt, so dass

(i) f:C\ Dy — Cholomorph ist und
(ii) in den Punkten von Dy Pole hat.

Die Menge der auf C meromorphen Funktionen wird mit M bezeichnet. o

(1.2) Definition (diskret)
Eine Teilmenge D von C heif$t diskret, wenn es zu jedem c € C eine Umgebung U von
c gibt, fiir die D N U endlich ist. o

Weiterhin ist die Menge D genau dann diskret, wenn sie keine Haufungspunkte in C
hat.

(1.3) Lemma (diskret = abgeschlossen)
Ist eine Menge D C C diskret, so ist sie auch abgeschlossen. o
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Beweis
Sei D € C eine diskrete Menge. Wenn man um jeden beliebigen Punkt aus C \ D eine
Umgebung in C \ D legen kann, so ist C \ D offen und somit D abgeschlossen.

Sei also ¢9 € C\ D beliebig. Da D diskret ist, existiert eine Umgebung Uy von ¢
mit |[D N Uy| < oo.Ist DN Uy = 0, so ist Uy bereits eine Umgebung von ¢g in C \ D.
Ansonsten existiert ein « := inf{||co — d||2; d € DN Up} > 0, denn die Menge D N U
ist endlich, und ¢ liegt nicht in D N Up. Nun gilt K4 (co) € €\ D, da « der kleinste
Abstand zu einem Element aus D ist. Folglich kann man um einen beliebigen Punkt
aus C \ D eine Umgebung in C \ D konstruieren. O

(1.4) Lemma (Aquivalenz fiir Nullstellen)

Eine meromorphe Funktion f hat in zg genau dann eine Nullstelle der Ordnung #,
wenn es ein 7 > 0, eine Umgebung U von zp und eine holomorphe Funktion g : U —
C gibt mit f(z) = (z —z0)" - g(z) furallez € U\ {z0} und g(zp) # 0. o

(1.5) Lemma (Aquivalenz fiir Polstellen)

Eine meromorphe Funktion f hat in zy genau dann einen Pol, wenn es ein r > 0,
eine Umgebung U von zp und eine holomorphe Funktion g : U — C gibt mit f(z) =
(z—2z0) "-g(z) furallez € U\ {20} und g(zo) # 0. o

(1.6) Folgerung (Aquivalenz fiir meromorphe Funktionen)
Fiir eine meromorphe Funktion f und festes zg € C tritt genau einer der folgenden
drei Félle ein:

1. f ist holomorph in zg mit f(zq) # 0: Es gilt natiirlich f(z) = (z — z0)° - f(z).

2. f ist holomorph in zp mit f(zg) = 0: Dann ldsst sich f in einer Umgebung von
zpals f(z) = (z —z9)" - g(z) mit n € IN, g holomorph und g(zp) # 0 darstellen.

3. 29 € Dy, f hat also eine Polstelle in zo: Dann ldsst sich f in einer Umgebung von
zpals f(z) = (z—20) 7" - g(z) mit n € IN, g holomorph und g(zp) # 0 darstellen.

Insgesamt ist eine Funktion f also genau dann meromorph, wenn es fiir alle zg € C
eine Umgebung U, ein k € Z und eine holomorphe Funktion g : U — C gibt mit

f(z) = (z—z9)* - g(2) fiirallez € U \ {zo} und g(zo) # 0. o

(1.7) Beispiele (meromorpher & nicht-meromorpher Funktionen)
e Jede ganze Funktion f ist meromorph auf C mit Dy := ().

o f(z):= m% ist meromorph mit Dy := 7t - Z. Da die Nullstellen des Sinus genau
7T - Z sind, ist sir11 - holomorph auf C \ Dy. Weiter hat sin z nur einfache Nullstel-
len, denn es gilt (sinz)’ = cosz, Sinus und Cosinus haben keine gemeinsame

Nullstelle. Fiir jedes zg € 7 - Z lasst sich sinz schreiben als (z — zg) - h(z) mit
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h(zo) # 0, h(z) ist holomorph in einer Umgebung von zy, also ldsst sich m% dar-
stellen als m Da z — ﬁ holomorph in zj ist, liegt in zp eine einfache

Polstelle vor.

o f(z) =exp (%) ist nicht meromorph. Die Funktion ist in 0 nicht definiert. Die bei-
den Folgen a,, := —% und b, := ﬁ konvergieren beide gegen 0, allerdings gilt
limy, oo f(an) = limy, 0 exp(—n) = 0 und limy, o f(by) = lim, 0 1 = 1. Nach
dem Satz von CASORATI-WEIERSTRASS liegt also eine wesentliche Singularitat

in 0 vor.

o f(z) = exp(l%)—l ist nicht meromorph auf C, da die Polstellenmenge

Dy = {4 k€ Z\ {0}} U {0}

den Haufungspunkt 0 besitzt und somit nicht diskret ist. o

(1.8) Satz (Der Korper der meromorphen Funktionen)
Die Menge M der auf C meromorphen Funktionen bildet einen Korper. o

Beweis

Besonders interessant ist hier die Existenz einer inversen Funktion. Assoziativitét,
Kommutativitdt und Distributivitdt folgen unmittelbar aus der Korper-Eigenschaft
von C. Abgeschlossenheit beziiglich Addition und Multiplikation ergeben sich aus
elementaren Umformungen und (1.6).

Sei f # 0 eine meromorphe Funktion und N die Nullstellenmenge von f. Nach dem
Identitatssatz gilt:

f = 0. & f hat eine Nullstelle der Ordnung 0. & f hat eine nicht-diskrete
Nullstellenmenge.

Daher ist N f; diskret, alle Nullstellen haben endliche Ordnung. Nun setze D % =N Iz
jetztist % holomorphauf C\ D L in allen Punkten aus D } liegen Polstellen vor (wegen

der endlichen Nullstellenordung von f). Folglich ist % meromorph mit f - % =1 0O

(1.9) Bemerkung
Der Korper M ist der Quotientenkorper des Ringes aller ganzen Funktionen. Jede
meromorphe Funktion f ldsst sich auf C \ D als Quotient zweier ganzer Funktionen

p und g # 0 schreiben: f(z) = % furallez € C\ Dy. o
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§2 Perioden meromorpher Funktionen

Nach der Definition der Periode werden wir uns durch einige Beispiele mit dem Be-
griff der Periode ndher vertraut machen und dann die algebraische und topologische
Struktur der Periodenmenge einer meromorphen Funktion untersuchen.

(2.1) Definition (Mengentranslation)
Firw € Cund D C C erklart man D + w C C durch D 4+ w := {d + w;d € D}. o

(2.2) Definition (Periode)
Sei f eine meromorphe Funktion auf C. Ein w € C heift Periode von f, wenn gilt:

(P.1) Dy +w = Dy.
(P2) f(z+w) = f(z) furallez € C\ Dy.

Mit Per f wird die Menge aller Perioden von f bezeichnet. o

(2.3) Beispiele
e Esgilt stets 0 € Per f (triviale Periode).

e Ist f eine konstante Funktion, so ist jedes w € C Periode von f, also Per f = C.

o Fiir f(z) = a-z+bmita,b € C gilt Per f = {0}. Da f als lineare Funktion
injektiv ist, kann f(z + w) = f(z) nur fiir w = 0 gelten.

e Die Funktion f(z) := sin(z) hat die Periode 277, denn es folgt aus dem Additi-
onstheorem fiir den Sinus:

f(z+2m) =sin(z + 27) = sin(z) - cos(27) + cos(z) - sin(2m) = sin(z) = f(z).

e Aus w € Per f folgt —w € Per f: Es gilt Dy = Df+w —w = Dy — w und
f(z) = f(z—w+w) = f(z—w), da w Periode von f ist, also erfiillt auch —w
die Definition der Periode. o

(2.4) Lemma (Untergruppeneigenschaft der Periodenmenge)
Fiir eine meromorphe Funktion f bildet Per f eine Untergruppe der additiven Grup-
pe (C,+). o

Beweis
Dafiir werden die Untergruppenaxiome gezeigt:

(UG1): Per f ist nichtleer, da stets 0 € Per f gilt (vgl. Beispiel 2.3).
(UG2): Seien wi und w, aus Per f.
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zu (P.1): Df+w1—w2: (Df+w1)—w2: Df—CUQ = (Df+w2)—a)2 :Df.
zu(P2): f(z4+ w1 —wy) = f((z+ w1 —wr) +wy) = f(z+wy) = f(2).

Daher ist auch w; — wy aus Per f. O

(2.5) Folgerung

Per f ist als Untergruppe einer abelschen Gruppe ebenfalls eine abelsche Gruppe.
Mit der Abbildung ¢ : Z x Per f — Per f, ¢(z,w) = w + ...+ w (z-mal) wird Per f
zu einem Z-Modul. Insbesondere ist mit w € Per f auch Zw aus Per f. o

(2.6) Lemma (Die Periodenmenge einer nichtkonstanten Funktion ist diskret)
Fiir f € M nicht-konstant ist Per f diskret. o

Beweis

Angenommen, die Menge Per f ist nicht diskret, d. h. es existiert ein w € C so dass
tiir alle Umgebungen U von w die Menge Per f N U unendlich viele Elemente besitzt.
Nun wird induktiv eine Folge (wy,),en konstruiert, die gegen w konvergiert:

w1: Wihle ein beliebiges w; # w aus Per f aus.

wy — wyi1: Ist wy, bereits konstruiert, dann sei a := % - |wy — w]. Nun wihle ein w;, 11
aus Per f mit w,;1 # w und w1 € Kyu(w). Ein solches w,, ;1 existiert, da Kp(w)
eine Umgebung von w ist und nach Voraussetzung jede Umgebung von w unendlich
viele Punkte aus Per f enthalt.

Durch diese Konstruktion wird erreicht, dass die w; paarweise verschieden sind und
dass der Grenzwert dieser Folge gegen w strebt.

Behauptung: w ist aus Per f.

zu (P1): Zu zeigen ist Dy + w = Dy. Es wird zunidchst Dy +w C Dy gezeigt. Sei
d e D¢ + w, das heifit d =d+wfireind € Dy. Definiere a, := d + wy
fur alle n € IN. Dann ist a,, aus Df + wy, fir allen € IN, da d ja aus Dy ist.
Gleichzeitig ist a, aus Dy, denn es gilt Dy = Df+ wy fur alle n € N, also
liegt die Folge (an)neN ganz in Dy. Da Dy als diskrete Menge abgeschlosen
ist, liegt der Grenzwert limy, oo 2, = d + w = d' auch in D r. Es wurde die
Inklusion Dy + w C Dy gezeigt. Die Inklusion Dy C Dy + w kann analog
gezeigt werden, also hat man Dy + w = Dy.

zu (P2): Esgilt f(z) = f(z + wp) fiirallez € C\ Dy und n € IN. Betrachtet man nun
den Grenzwertprozess, so erhdlt man fiir alle z € C, in denen f holomorph
ist:
f(z) = lim f(z) = lim f(z+4+ w,) = f(z+ lim w,) = f(z + w).

n—o0 n—oo n—oo
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Dies folgt aus der Periodeneigenschaft der w;, und der Stetigkeit von f in
Z + wy.
Die Menge {w} U {wy; n € IN} ist nicht-diskret, es gilt f(z +wy) = f(z) = f(z + w)
fir alle n € IN. Daher stimmt f auf einer nicht-diskreten Menge mit der Funktion,

die konstant f(z) ist, iberein. Aus dem Identitédtssatz folgt dann, dass f konstant ist.
Dies ist aber ein Widerspruch, also muss Per f diskret sein. O]

§3 Das Fundamental-Lemma

Das Fundamental-Lemma liefert ein Werkzeug zur Charakterisierung der Perioden-
menge einer meromorphen Funktion. In diesem Vortrag werde ich zwei Beweise aus-
tithren, der erste stammt aus dem Buch ,Elliptische Funktionen und Modulformen”
von M. KOECHER und A. KRIEG, der zweite aus dem Buch , Funktionentheorie” von
HURWITZ und COURANT.

(3.1) Lemma (Fundamental-Lemma)
Fiir jede nicht-konstante meromorphe Funktion tritt genau einer der drei folgenden
Falle ein:

(I) Per f = {0}.
(I) Es gibt ein bis auf Vorzeichen eindeutig bestimmtes w; € C\ {0} mit Per f =
wrl.
(IIT) Es gibt wy,wy € C\ {0} mit:
(i) Per f = w1 Z + wrZ.
(ii) wq und wy sind linear unabhéngig tiber IR.

(i) 7:= &L erfiilltIm 7 > 0, |Re 7| < 5 und || > 1. o

Beweis
Sei also f eine nicht-konstante, meromorphe Funktion mit Periodenmenge Per f.

Fall 1: Per f = {0}

Dieser Fall wird von (I) abgedeckt.

Fall 2: Per f # {0}

In diesem Fall gibt es (mindestens) ein von Null verschiedenes Element in Per f. Von
allen Elementen aus Per f \ {0} wihle ein Element w; mit minimalem Betrag, also

0 < |wy| <inf{|w|; w € Per f\ {0}}.
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Es muss |wf| > 0 gelten, denn wegen der Diskretheit von Per f existiert eine Um-
gebung Uy von 0, die nur endlich viele Punkte aus Per f enthilt. Sind Per f und Uy
disjunkt, folgt wy # 0 sofort, ansonsten ldsst sich aus den endlich vielen Punkten ein
Infimum auswiéhlen.

Hilfsbehauptung 1: Fiir dieses wy gilt Zw; = Rwy N Per f.
Interpretation: Die einzigen skalaren Vielfachen von wy, die gleichzeitig Periode von
f sind, sind die ganzzahligen Vielfachen.

Zum Beweis der Hilfsbehauptung 1 werden beide Inklusionen gezeigt:

C: Zwy C Ruwy ist klar, Zw ¢ C Per f folgt aus der Tatsache, dass Per f ein Z-Modul
ist.

D: Zeige dafiir: w € Iwa NPer f = w € wa. Sei also w € Iwa NPer f. Dann ist w
ein skalares Vielfaches von wy, es gibt also ein « € R mit w = aw;. Nun wihle ein
m € Z mit |a —m| < 1 und setze ' := w — mwy. Da Per f eine Untergruppe der
additiven Gruppe auf C bildet, liegt auch «’ in Per f. Nun gilt aber fiir den Betrag
von w':

W' = |w — mwy| = |aws — mws| = o — m||wg| < |wl.

ws war aber minimal gewéhlt, also muss w’ = 0 sein. Dann gilt ' = 0 = w — mwy,
dies ist dquivalent zu w = mw;. Da m aus Z ist, folgt w € Zwy.

Fall 2a: Per f = Zwy: Dieser Fall wird von (II) abgedeckt, hier bleibt nur die Ein-
deutigkeit zu zeigen. Gibt es ein weiteres w’ € C mit Zw' = Per f, so muss auch
Zw'" = Zwy gelten. Dies ist aber nur moglich fiir o’ = +wy.

Fall 2b: Per f # Zwy: Es existiert mindestens ein Element, welches nicht in Zwy
liegt. Wahle aus den Elementen Per f \ Zwy ein Element w; mit minimalem Betrag
aus, also

0 < |wy| <inf{|w|; w € Per f\ Zwy}

w1

und setze wy := wp, T = 4.

Das so definierte 7 erfiillt folgende Eigenschaften:

e T ist nicht reell. Nach Konstruktion kann w; kein skalares Vielfaches von w»
sein, da die einzigen skalaren Vielfachen die ganzzahligen Vielfachen sind (ver-
gleiche die Hilfsbehauptung 1) und da w; gerade nicht als ganzzahliges Viel-
faches gewdhlt wurde. Insbesondere sind w; und wy linear unabhéngig tiber
R.

e Ohne Einschrankung gilt Im (7) > 0: Fiir jede komplexe Zahl z gilt Im (—z) =
—Im (z). Liegt also der Fall Im (7) < 0 vor, so wahlt man —w; anstelle von w.



Perioden §3 Das Fundamental-Lemma

e |t| > 1: Nach Konstruktion ist |w1| > |ws|, also ist auch T = % > 1.

e |Re(T)| < %: Nach Konstruktion ist |w; + wy| > |wi|, denn wy + w, liegt in
Per f, nicht aber in Zw Iz und w ist die betragsmaflig kleinste Zahl aus Per f,

die nicht in Zw f liegt. Aquivalenzumformungen ergeben:
w1 £ wr| > w1 & |TE£1] > |1

& J(Re T£12 4+ (Im 1) > \/(Re 7)2 + (Im 7)2
& £2ReT+1>0
o F2Re T <1

S FReT <

D T

< |Re 7| <

Hilfsbehauptung 2: Zw; + Zw, = Per f.

Interpretation: Die Periodenmenge von f bildet ein Gitter.

Wieder werden beide Inklusionen gezeigt.

C: Folgt aus der Modul-Eigenschaft von Per f.

D:Sei w € Per f. Da wj und wy linear unabhdngig sind, bilden sie eine Basis von
C. Deshalb lasst sich w als Linearkombination von w; und w; schreiben, also w =
aqw1 + apwy mit aq, xp € R. Nun wahle my, my € Z mit |ag —mq| < % und |ap — mp| <
% und definiere 1 = a1 — my, B = ap — mp und W' = w — myw1 — Mpw,. Kann man
auch in diesem Fall zeigen, dass w’ = 0 ist, so folgt auch hier die Behauptung.

Es ist

(UI =W — MW — Mrwy = KW + KWy — M1W1 — MaWr
= (01 — my)w1 + (ag — mp)wy = Brwi + Porws € Per f.
Gilt B1 = 0, so ist w’ = Brwy ein skalares Vielfaches von wy mit kleinerem Betrag als

wy, also muss in diesem Fall w’ = 0 gelten.
Gilt B1 # 0, so liegt &' in Per f\ Zwy Fiir den Betrag von «' gilt dann:
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|W'|? = |Brwy + Bawr)? Einsetzen
= ](ﬁ1z—; + B2) - wo|? wy ausklamern
= [B1T + Baf*|w2]? Multiplikativitdt Betrag, Z—; =T
= ((B1Re T+ B2)* + (Im TB1)?)|wo ? Betrag berechnen
= (BiRe® T+ 212 Re T+ B3 + p1Im? 1) |, |?
= (B3|T|* + 2B1B2 Re T+ B3)|w>|? Re?7+Im?7 = |7
< [(B3|T|> +2B1B2Re T + B3)| - |w2|? Betrag des 1.Faktors nehmen
< (IB1P|T)* + 2|B1]|B2]| Re T| + |B2?) - |wa|? Dreiecksungleichung
< (B P2+ 21B[Balh + 1B22) - o2 Re 7| < 4
< (1B PITP + [BullBallT + 1B PI7?) - fwl?  J7 <1
= (\51!2+ !51||ﬁz\ +1B2f?) - [T w2 |7|* ausklammern
<(()*+5 5+ (@))enl? Bil B2l < 3
= z|w1|2-

Daher ist w' ein Element aus Per f \ Zwy, dessen Betrag echt kleiner ist als der Be-
trag von wy. Dies ist jedoch ein Widerspruch, denn wj ist das betragsmaéfig kleinste
Element aus Per f \ Zwy Folglich kann nur der Fall g; = 0 eintreten, es gilt dann
w' =0=w—mw; — mywy und somit w = mywy + mow, mit my, m, € Z. Dieser Fall
wird also von (III) abgedeckt. U

(3.2) Bemerkung

Da immer einer der drei Fille (I), (IT) oder (III) eintritt und die drei Félle sich gegen-
seitig ausschliefsen, tritt genau einer der drei Fille ein. Betrachtet man die Vorausset-
zungen und untersucht, wo sie verwendet werden, so stellt man fest, dass die Peri-
odeneigenschaft von f im Beweis nicht konkret verwendet wurde. Vielmehr geht in
den Beweis ein, dass die Periodenmenge einer meromorphen Funktion eine diskrete
Untergruppe der additiven Gruppe auf C bildet. o

Beweis (Alternativer Beweis des Fundamentallemmas)

Im Falle von Per f = {0} und Per f = Zw; gehen HURWITZ & COURANT iden-
tisch vor. Fiir den Fall, dass die Punkte nicht simtlich auf einer Geraden liegt, liefern
HURWITZ & COURANT einen geometrischen Beweis:

Sei wy € Per f ein von Null verschiedener Punkt und w, € Per f ein Punkt, der
nicht auf der Geraden durch die Punkte 0 und w; liegt. Die Punkte 0, w;, w; bil-
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den zusammen das Dreieck AOwqw;. Dieses Dreieck kann nur endlich viele Punk-
te aus Per f enthalten, denn die Menge Per f N AOwqw; ist beschrankt und eine
unendliche beschrankte Menge besdfse nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS
einen Haufungspunkt. Per f besitzt als diskrete Menge jedoch keine Haufungspunk-
te, Per f N AOwjw, also erst recht nicht.

Fiir den Fall, dass die Menge AOwjw, einen Punkt aus Per f enthilt, der nicht Eck-
punkt des Dreiecks ist, sei w3 € Per f ein solcher Punkt. Das Dreieck AOw;ws3 ist
dann eine echte Teilmenge des Dreiecks AOwjw; und enthélt weniger Punkte aus
Per f, da w, nicht mehr in AOwyws liegt. Da es nur endlich viele Punkte aus Per f in
AOwqwy gibt, 1dsst sich ein Dreieck wihlen, das keine Punkte aus Per f enthdlt. Im
Folgenden seien w; und w; bereits so gewdhlt, dass AOw;w; keine weiteren Punkte
aus Per f enthalt.

Nun betrachtet man das Parallelogramm mit den Ecken 0, wy, w1 + wy, wy. Auch die-
ses Parallelogramm enthilt keine Punkte aus Per f: Das Parallelogramm lasst sich
in die beiden Dreiecke AOw;wy und Awiwy(wy + wy) aufteilen. Fiir das erste Drei-
eck wurde dies bereits gezeigt. Wiirde das zweite Dreieck einen Punkt w € Per f
enthalten, dann wire w' := wy + Wy — w in AOw;jw; und auBlerdem in Per f (Grup-
peneigenschaft). Dies ist aber durch die Wahl von w; und w, ausgeschlossen.

Behauptung: Jedes beliebige Periodenelement w lésst sich ausdriicken als

W = mywy + mowy mit mq, my € Z.

Sei w € Per f beliebig. Ist w € {0, wy, w»}, so folgt die Behauptung direkt. Ansonsten
ist das Parallelogramm mit den Ecken 0,4, w und b nicht-entartet, wobei die Ecken
a und b skalare Vielfache von wqy bzw. w; sind. Dann ist w = a+b = tjwy + tbhws
mit t1,t, € RR. Die reellen Zahlen t; und f; lassen sich darstellen als t; = my + rq,
m € Z,0<ri <lundty = my+ry, m € Z,0 < ry, < 1. Esistw—mw; —
mpwy = riwy + rawy € Per f. Der Punkt rjw; + raw; liegt jedoch im Inneren des
Parallelogramms 0, w1, w1 + wy, w». Daher muss 71 = r, = 0 gelten und damit auch
w = mqwi + moyws. O

(3.3) Folgerung

Mit Hilfe des Fundamentallemmas ldsst sich die Periodenmenge einer meromorphen
Funktion f genau beschreiben. Eine solche genaue Beschreibung werde ich am Bei-
spiel des Tangens verdeutlichen. o

(3.4) Beispiel (Das Fundamentallemma in Aktion)
Mit Hilfe des Fundamentallemmas wird nun die Periodenmenge des Tangens unter-
sucht. Sei also f(z) := tanz = S22 fiirz € C \ D¢ mit Dy := 7 + nZ.

COs z

10
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Der Tangens hat die Periode 7. Fiir die Polstellenmenge Dy verifiziert man
Di+n=5+nZ+mn=7%+nZ=Dy.
Ist z aus C \ Dy, so gilt

sin(z + ) _ sin(z) cos(7t) + cos(z) sin(7t)  sin(z)
cos(z+m)  cos(z)cos(m) + sin(z) sin(7r)  cos(z)

tan(z + ) =

Da 7t aus Per f ist, scheidet der Fall (I) mit Per f = {0} aus. Angenommen fiir f(z)
trifft der Fall (III) zu, dann wiirde es ein w € C geben, so dass 2771 und w linear
unabhéngig sind und w ebenfalls Periode von f ist. Damit die lineare Unabhéngigkeit
gegeben ist, muss w aus C \ R sein. Da f im Nullpunkt holomorph ist, miisste dann
gelten:

sin(w)

0 = tan(0) = tan(0 + w) = tan(w) = cos(@)

Dies ist jedoch ein Widerspruch, denn die Nullstellen des Sinus sind genau 71Z, ins-
besondere reell. Daher scheidet Fall (III) ebenfalls aus.

Aufierdem kann man zeigen, dass
0 < 27| < inf{|w|;w € Per f\ {0}}

erfiillt ist. Angenommen, es gibt ein skalares Vielfaches w von 7, welches ebenfalls
Periode ist, aber betragsmaflig kleiner als w ist. Da dann erneut tan(0) = tan(w)
gelten muss, der Tangens in den Intervallen (—7t,0) oder (0, 7r) aber keine Nullstellen
hat, kann ein solches w nicht existieren.

Folglich gilt Per f = nZ. o

(3.5) Definition

Sei V ein R-Vektorraum der mit 1 < dim V' < co. Eine Teilmenge () von V heifst Gitter
in V, wenn es eine Basis (w1, wy,...,wy) von V gibt mit O = Zw + Zwy + ... +
Zwy. Man nennt dann (w1, wy, . . ., wy) auch eine Basis von (). Eine Darstellung eines
w € OQin der Form w = mjwy + mywy + ... + myw, mit my,...,m, € Z nennt man
Linearkombination von w durch w1, wy, ..., w, lber Z. o

(3.6) Bemerkung
Im Fall (III) des Fundamentallemmas ist die Periodenmenge Per f also ein Gitter im
R-Vektorraum C. o

(3.7) Proposition
Jedes Gitter () in C ist abgeschlossen und diskret in C. o
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Beweis

Sei ) ein Gitter in C mit Basis (w1, wy). Definiert man 7 := % und schreibt 7 als
T = x + iy mit x,y € R, so darf man y > 0 annehmen. Angenommen es gilt y = 0,
so wdren wp und w; linear abhdngig tiber R. Gilt y < 0, so kann man (—wj, wy) als
Basis von () betrachten.

Hilfsbehauptung: Fiir jedes r > 0 ist die Menge M, = {w € Z1+ Z;|w| < r}
endlich.

Sei dazu w = mT 4+ n aus M,, also m,n € Z und |w| < r. Durch elementare Umfor-
mungen findet man Schranken fiir |m| und |n|. Es ist

12 > |mt+n* = (mx +n)? + (my)? > m*y>,

Dieser Ausdruck ist dquivalent zu |m| < § Da r und y fest sind, kann es nur endlich
viele m € Z geben, so dass w € M,. Mit Hilfe der zweiten Dreiecksungleichung
findet man eine Abschitzung fiir |n|:

r> |mt+n| = |mx+n+imy| = \/(mx+n)2+(my)2

> 1/ (mx +n)? = |mx+n| > |n| — |mx|.

Deshalbist |n| < r+ |m||x| < r+ §|x |, wenn man die Abschitzung fiir |m| verwendet.
Insgesamt gibt es also nur endlich viele w € M,.

Nun zum eigentlichen Beweis. Sei dafiir c € C beliebig. Setze p := |c| + 1, dann ist

K,(0) eine Umgebung von c. Weiter sei r := |wL. Fiir den Schnitt von Q) mit £, (0)
2|

gilt:

Kp(0)NQ =#{w € C, w e Qund |w| < p}
=#Hw e O; |w| < p}
=#{(m,n) € ZxZ; |mw1 + nwy| < p}

=#{(m,n) € Z x Z,; —'m“’&r‘m' <r}

=#{(m,n) e ZxXZ;, |mt+n|<r}

=#{weZt+7Z; |w| <r}=|M|
Die Menge M, ist nach der Hilfsbehauptung endlich, also ist auch |K,(0) N Q)| end-
lich. Da ¢ € C beliebig gewdhlt wurde, existiert zu jedem ¢ € C eine Umgebung,

deren Schnitt mit () eine endliche Menge ergibt, also ist () diskret und mit (1.3) auch
abgeschlossen. O
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§4 Aufgabe 1, Seite 20

Zum Schluss nun noch die Losung zu Aufgabe 1, Seite 20.

Aufgabe 1: Sei 0 # w € C. Zeigen Sie: Es gibt eine Folge (f,),en von linear unab-
hangigen ganzen Funktionen mit Per f, = Zw fiir allen € IN.

Losung: Fiir die Losung wird folgender Hilfssatz bendtigt:

(4.1) Hilfssatz
Fiir allen € N und w € C\ {0} sind die ganzen Funktionen

z— 1,z 0 sin(22),z s sin(222)?, .. z > sin(2ZZ)"
linear unabhingig. o
Beweis
Es ist zu zeigen, dass
xo-l—i—xl-sin(zwﬂ)+...+xn-sin(zwﬂ)”:0 (%)
nur fir xp = ... = x, = 0 gilt, wobei (x) fiir alle z € C gelten muss.

Angenommen, es gibt x, ... x,, die (x) erfiillen, so muss (x) fiir alle z € C gelten,
insbesondere auch fiir folgende Punkte:

S~

Definiere m; := o fir j = 0,...,n. Die m; sind paarweise verschieden. Auflerdem
definiere 171; := 32 - arcsin(m;). Durch diese Definition wird erreicht, dass

N
(S

2r
w

sin( - 1) = sin(%} 5% - arcsin(m;)) = m;

N

7T

furallej € {0,...,n} gilt.

Das folgende lineare Gleichungssystem entspricht (x) in den Punkten i, . . ., #1y:

N

1 sin(Zsig) - oo+ sin(Zig)" X0 0
1 sin(%”nﬁl) cee e sin(%ml)” X1 0

: : =1 . ()
1 sin(%ﬂﬁin) cee e sin(%"mn)” Xn 0
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Das Gleichungssystem hat genau eine Losung, denn:

1 sin(Zg) - --- sin(Ziig)" ]
s (27T 5 - 2T o~
det 1 sm(?"ml) cee e sm(%ml)” _
oo (2 yn
1 sin(<y) sin( < 7ty )" |
1 my mf ]
1 my - - mh
det | . . . ) ,1 = H (m] — mi) # 0.
S I 0<i<j<n
1 my my |

Die Determinante ist bekannt, da es sich bei der Matrix um die VANDERMONDEsche
Matrix handelt. Thr Wert ist ungleich Null, da alle m; paarweise verschieden sind.
Daher hat (#x) genau eine Losung, ndamlich xg = ... = x, = 0. O

Die Funktion f(z) := sin(z) hat die Periode 277, also hat f(z) := sin(zwﬂ) die Periode
w:

flz+w) = sin((z + w) - %7) = sin(zwﬂ + 2”7“’) = sin(zwﬂ +2m) = sin(Zwﬂ) = f(2).
Wihlt man aus einer Menge von linear unabhédngigen Vektoren eine Teilmenge aus,
so enthilt auch diese Teilmenge nur linear unabhdngige Vektoren. Aus der Tatsache,
dass die Funktion z ~— z?"~! fiir alle n € N,z € R injektiv ist und mit Hilfe des

Fundamentallemmas schliefst man analog zu Beispiel 3.4:
Fiir f, := sin(#2)2~1 ist die Folge (fu)nen eine Folge linear unabhéaniger ganzer
Funktionen mit Periode Zw.
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