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Claudia Nellessen

§1 Integrationsprobleme

In diesem Paragraphen soll zundchst das Integrationsproblem vorgestellt und dann
Losungsansétze erarbeitet werden.

— Einleitung —
Zum Ende des 18. und Anfang des 19. Jahrhunderts kam es zu einem Wendepunkt in
der Mathematik. Bisher waren nur folgende Typen von Funktionen bekannt:
a) rationale Funktionen

b) trigonometrische und hyperbolische Funktionen, mit Exponentialfunktion und ih-
ren Umkehrfunktionen

¢) die Gamma-Funktion

Man stellte nun fest, dass ein Integral der Form

Tt
F(x):= H/m 1)

wobei p(t) ein Polynom vom Grad 3 oder 4 in ¢ ist, das im betrachtetem Intervall nur
positive Werte annimmt mit diesen nicht zu 16sen ist.

Fiir den Fall, dass p(t) vom Grad 1 ist, hat es die Form p(t) = bt + c mit bund c € R.
Das bedeutet, dass Integral ist bereits mit Methoden aus der Schule 16sbar:

F(x) =[] 7=
= [X(bt+c) 7 dt
=2((b-x+c)r—(b-a+c)

NI—=

).



Integrationsprobleme §1 Integrationsprobleme

Falls p(t) Grad 2 hat, gilt z.B. fiir p(t) = 1 — #?

= arcsin(x) — arcsin(t),

F(x) = /\/%

oder fiir p(t) = (ct — b)> mitbund c € R

dt 1 1
T Eln(cx —b) — Eln(ca —D)

P(x)::a/\/%:a/ct_

Integrale wie in (1) werden seit diesem Zeitpunkt — falschlicherweise — als elliptische
Integrale beizeichnet, da sie bei der Bestimmung der Bogenldnge von Ellipsen, Hy-
perbeln und der Lemniskate auftreten.

Begeben wir uns nun an die

— Problemlosung —

Wir versuchen zunédchst einen Weg zu finden, das Problem, das aus den eventuellen
Nullstellen von p entsteht, zu l6sen. Dazu bedienen wir uns eines Tricks:Wir nehmen
an, dass F (lokal) eine streng monoton wachsende Umkehrfunktion G besitzt. Dann
folgt aus (1)

G Umkehrfunktion von F

=  G'(x) = 5

F'(Gx))
= (G)?=(F(G)?
F/ — 1
) =75
F/ — 1
= F6W) =755

= G?=F(G)?=p(G). )

Dies fiihrt uns zu einer Moglichkeit ein Polynom vierten Grades auf ein Polynom
vom Grad kleinergleich 3 zu reduzieren. Dies geschieht mit Hilfe der

N
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(1.1) Proposition
Sei p(t) ein komplexes Polynom vom Grad 4 und r € C eine Nullstelle von p(t) sowie

1 1 1
q(t) == p'(r) - £+ 5p"(r) - £+ p" () b+ o p@ () € ClHl.
In diesem Fall sind dquivalent:
a) G ist Losung der Differentialgleichung G”> = p(G)

b) entweder gilt G = r oder H := ﬁ erfiillt die Differentialgleichung
H? = g(H). B) o

Beweis
Der Fall G = r ist trivial. Sei also G # r
1 1
,a) = b)”
Seialso H#0 und G= %—l—r

> HE = ((61)/)2 - ((G(i/r)Z)Z - <GG—/2r>4 - g

,b) = a)”
Sei H := - Losung von H? = q(H)

e (i) ) - GEY oot

= P'(0) (G =)+ 39" () (G 1 2" (1) - (G~ 1)+ oD ()(G —1)*

— i p(z)(r) . (G —T)i — i p(l)(r) . (G—T’)i
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Es gibt auch noch eine Moglichkeit p auf eine einfache Normalform zu reduzieren.
Diese geht auf Legendre zuriick. Es werden dafiir folgende Annahmen getroffen:

a) p(t) hat nur einfache Nullstellen
b) Esseiena,b e C, a#b mit p(a) =p(b)=0
Fiir 0 # v € C sei

= v-(G —a) fallsGrad p(t) =3
- v 8:‘; falls Grad p(t) =4

Aus (2) kann man nun eine Differentialgleichung der Form
H? = AH*+BH?>+C mit A,B,CeC, AC#0

herleiten. Wahlt man jetzt ein geeignetes 0 # -y € C ldsst sich dies reduzieren auf

H?=C-q(H), qt)=01—-1)-1-K*#), K¥eC, Kk +#0,1 (4)

die sogenannte Legendre’sche Normalform.

Das Integral, das wir schlieSlich erhalten, ist

()

/x dt
v )

Um das noch zu vereinfachen ist hier die Substitution ¢ = sin 1 sinnvoll, denn wir er
halten

dyp
s V1 — K2sin? ¢

das Legendre-Integral, das wir mit uns bekannten Methoden 16sen kénnen.

(6)
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§2 Die Lemniskate und ihre Bogenldange

Wir beschiftigen uns nun in einem ersten Beispiel damit, wie man durch Reduktion
der Funktion eine Losung des Problems findet. Dazu betrachten wir zwei Punkte
p # q in der euklidischen Ebene R? . Die Lemniskate ist eine algebraische Kurve
vierter Ordnung, d. h. eine Teilmenge des IR?, deren Elemente z gegeben sind durch
die Gleichung

1 2
z=pl-lz—al=2lp—al” (7)
Hier ist schon zu erkennen, dass die Kurve durch den Mittelpunkt zwischen p und g
geht. Diese Darstellung ist noch unhandlich, aber gliicklicherweise kann man folgen-
de Vereinfachungen vornehmen:

Zunichst kann man bis auf eine Verschiebung in der Ebene voraussetzen, dass der
Mittelpunkt zwischen p und g im Urspung liegt. Daraus ergibt sich

p:(_0a>, q:(g), a>0 und Z:(;) (8)

Durch Umformen von (7) unter Voraussetzung von (8) erhilt man

_ Lo
z=pl-lz—ql=ZIp—4l

G)-CoHG)-G)=l(a) - (5)
\/(x+a)2+y2-\/(x—a)2+y2:%@2

4
& ((r+aP+32) - (x =) +4) =
4
S

2

i

(x* +2ax +a® + ) - (x* — 2ax +a® +y*) = a*
xt = 20202 4 202y 4 2022 + gt + R
o (2 +12)? = 2a2(x% — )
Weiterhin sinnvoll ist es nun den Abstand zwischen p und g zu normieren. Am prak-
tikabelsten erweist sich hier der Abstand v/2, so dass 24> = 1 gesetzt werden kann.

Es folgt:
() =2 =y ©)
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Trotz all der bis hier vorgenommenen Vereinfachungen ist man immer noch nicht bei
der gewtinschten ,,schonen” Funktion angelangt.
Ein geeignetes Hilfsmittel an dieser Stelle sind die Polarkoordinaten. Wir setzen

x=r-cosp , y=r-sing mit r>0 und 0< ¢ <27

Einsetzen in (3) und umformen ergibt

(r2cos®@ + 1r*sin®@)? = r’cos® ¢ — r’sing
& 1t = 12(cos*p — sin’@)
& r? = cos(2¢), 0< @ <2m (10)

Zum Ausrechnen der Bogenldnge greift man am besten auf eine aus der Analysis
bekannte Differentialgleichung zurtick. Diese wird fiir eine Bogenldge s = s(t) ge-
geben in Polarkoordinaten r = r(t) und ¢ = ¢(t) hergeleitet mit Hilfe von Satz
(1.11) aus Kapitel XI des Analysis-Skripts. Dieser sagt fiir x(f) = r(t) cos ¢(t) und

y(t) = r(t) sin g (t)

t
st) = [ 17 (1)l dt
0

N

= (s")2(t) = (r'(t) cos @(t) — r(t) sin@(t) - ' (£))* + (' () sin p(t) + 7 (t) cos p(t) - ¢'(t))?
r'2(t) cos® (t) +r(t)?sin® (t) - 9" (t) + r"*(t) sin @(t) + 12(t) cos® @(t) - ¢"*(t)
= 1"2(t)(cos” @(t) + sin” @(t)) + r*(£) " (t) (cos” @(t) + sin” @(t))

IS (208 + 2 (1) (92 (1)

- S/Z — x/Z _|_y/2 — 1"/2 + 1"2([)/2 (11)

Diese Differentialgleichung fithrt nun zum eigentlichen Ziel des Paragraphen, dem
Bestimmen der Bogenldnge der Lemniskate. Die letzte Vereinfachung, die man jetzt
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noch gut vornehmen kann, ist, sich auf einen Quadranten zu beschranken, sinnvol-
lerweise auf den ersten. Das hat zur Folge, dass man r als Parameter wéhlen kann.
Wir erhalten nun die

(2.1) Proposition

Die Bogenlinge der Lemniskate wird durch s’ = % gegeben. o
Beweis
Aus (4) folgt:
2 = cos(2¢)

= (1) = (cos(29))’

& 2-r7=-2-¢9"sin(2¢)

& r-r' = —sin(2¢) - ¢’

= 2?2 =5sin*(2¢) - ¢

= (1-cos*(29)) - 9"
21— g"

2,2
p  rTT
=
1—r4
2, 2
5 reer
()] §2 =242, ;
1—r

Dies bringt nun endlich eine Formel fiir die Bogenldnge der Lemniskate:

dr
V1—rt

F(R) := (12)

St~

das sogenannte Fagnano-Integral. Dies konnen wir zu diesem Zeitpunkt noch nicht
berechnen, wir konnen aber schon eine wichtige Eigenschaft des Lemniskatenbogen
feststellen. Der
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(2.2) Satz (von Fagnano)
Fiir alle hinreichend kleinen x > 0 gilt:

N
2F(x) = F (Zx : 1—’;)
1+x

o
liefert uns die Voraussetzungen fiir
(2.3) Satz
Die Verdopplung des Lemniskatenbogens ist durch Konstruktion mit Zirkel und Li-
neal moglich. o
Beweis

2.2 zeigt, dass das Doppelte der Linge des Bogens zwischen dem Ursprung und ei-
nem Punkt P mit der Lange des Bogens zwischen dem Ursprung und einem Punkt Q
tibereinstimmt, wenn die Parameter r = rp und R = rg folgende Bedingung erfiillen:

1—r4
14 rt

Den Satz liefert uns dann die Ausfiihrbarkeit von geometrischen Konstruktionen aus der
Algebra, da die Quadrate von R und r,

R =2r-

11—t 212 272
o bzw 2= " _ mit

R2—42 — - =
e 1+ 1— R4

durch rationale Operationen mit dem Ziehen von Quadratwurzeln auseinander her-
vorgehen. O

§3 Die Bogenldange der Ellipse

Um die Bogenldnge einer Ellipse ausrechnen zu konnen, miissen wir uns zunéchst
mit einer Gleichung, die Euler aufgestellt hat, beschéftigen. Er bewies nach seiner
Arbeit tiber das Fagnano-Integral fiir

x 2 4
E(x) = [ LEAETE (13)
/ V14 Ct2 + Dt

folgende Funktionalgleichung fest

2

2 2 2 2 2
E(x) +E(y) — E(z) = xyz (—A—x “/2 TEp, X y6z BD) (14)
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mit

_ xy/1+Cy?+ Dy* + yv1+ Cx?2 + Dx*

1 — Dx2y? (15

Wir betrachten nun eine Ellipse, die durch

a>0, b>0

gegeben ist. Betrachtet man nur den ersten Quadranten, so stellt man durch elemen-
tare Umformungen fest, da dort sowohl x > 0 als auch y > 0 gilt, dass

b . b X
=-Va?2—x2 undsomit ¥ =-—-——= fir 0<x<a
a/ag2 — x2

gilt. Das Integral fiir die Bogenldnge hat somit folgende Form

/\/a2 + (b2 — a?)s § s=at /\/1+kt k__bz—a2
a VaZ —s2? Vi—f2 k=

Dies lasst sich auch umformen zu

/ 1+ kt?
V(1 —12)(1 + kt?)

was die Form von (13) hat, und somit erfiillt die Bogenldnge auch die Gleichung aus
(14).



