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6. Ubung zur Mathematik fiir Biologen

Losung der Prasenzaufgaben

Aufgabe 1: Bestimmen Sie mit Hilfe der geometrischen Reihe eine Dezimalbruch-
entwicklung fiir folgende Zahlen:

a) 0, 8888888S... b) 0, 45454545...
c) 0,334343434...

Losung: a)
0,888...=8-1071+8-10724+8-103 +..=) 70 | 8-107F =372 8107 -8 =
8-> 7., -107% — 8. Nun kann man die geometrische Reihe (Kapitel II1, Beispiel 4.3)

verwenden und erhélt: 8- Y27 -107F -8 =8 171L -8 = %
10

Losung: b)
0,454545... = 45-1007" + 45 - 10072 + 45 - 1007% + .. = ;2,45 - 1007% =
Y o045 -1007F — 45 = 45 >°7° 1 -1007% — 45. Nun kann man wieder die geo-

metrische Reihe verwenden und erhélt: 45- 3777 -1007F —45 = 45. —— —45 = &
100

Losung: c)
0,3343434... = 15-(3,3434...) = & (3+0,3434...) = - (3+34-1007' +34-10072+
34-10073 + ..) = 15 - (B+ D501 34-1007F) = 75 - (34 5034 1007% — 34) =

5 - (3434-3°72,1007% — 34). Auch hier wendet man die geometrische Reihe an:
10 B34 =34 = 5 B+ §5) = 55

4

Aufgabe 2: Gegeben sei eine rekursiv definierte Folge (a,) mit
ap =95,0n41 = %an + 2.

a) Bestimmen Sie eine geschlossene Formel fiir die Folge (ay,).

Losung;:

Mit dem Satz 1.5 (Kapitel III im Skript) ldsst sich folgende geschlossene Form an-

geben, wenn man b = 2, ¢ = % und ag = 5 wahlt:

b b 2 2 3\" 3\"
n=— - n— 5——= ) (2) =s5+0(2) =5
@ 1—q+(a° 1—q>q 1—§+< —2)(5> " <5>

b) Geben Sie den Grenzwert der Folge (a,,) an.

Losung:
Die Folge ist konstant und hat immer den Wert 5, darum gilt:

lim a, = lim 5=25
n—oo n—oo

Wenn man dies in die rekursive Form der Folge einsetzt, so erhélt man als Ergebnis
wieder 5. Dies ist also tatséchlich der Grenzwert. (Eine Probe ist im allgemeinen
jedoch nicht nétig.)



Aufgabe 3: Gegeben sei die Reihe Y7 %

a) Begriinden Sie, warum diese Reihe konvergiert.

Losung:
Wir wollen das Leibniz-Kriterium (Kapitel III, Satz 4.9) anwenden. Wir wéhlen
- (—

ap, = . an, ist alternierend. Es gilt:
-1 -1 —1)™ 1 1
0=,—“= lim §1m< ) < lim — =,—“=0
00 n—oo 2" . n! T n—oo 2" . n! T n—oo 27 . n! 00

Mit dem EinschlieBungskriterium ( Kapitel III 2.8 ) erhilt man also,

dass lim,, (27”1) = 0. Damit ist die erste Bedingung fiir das Leibniz-Kriterium

erfiillt. Aulerdem gilt:

(_1)n+1 1
|an+1‘: 1 = 1 =
9t (n+ 1)I| 27+ (n+ 1)!
1 1 1 (=1)"

] =la,| VnelN

< < =
272 (n+1n! = 27 (n+ 1)n! = 27 . nl

Damit ist auch die zweite Bedingung erfiillt, die Reihe ist also konvergent nach dem
Leibniz-Kriterium.

b) Geben Sie einen Niherungswert an, so dafl der Betrag des Fehlers kleiner als ﬁ
ist.

Losung;:

_ 1 _ 1
ST4T 690 = 383 = 100 Nun benutzen

wir wieder das Leibniz-Kriterium ( Kapitel III, Satz 4.9 ). Demnach gilt

N
S — E ag
k=0

Wir erhalten also fiir N = 3 eine Abschétzung mit einem Fehler kleiner oder gleich
Also ist die Niherung fiir den Grenzwert (siehe auch Beispiel 4.10)

Durch ausprobieren erhilt man: |ays| = ‘

<lan+1]

100

3 .
1)1 (-1)2 (-1)3 1 1 1 1 29
= = — 42
Zo 1'+22~2!+23~3! 1-1 2-1+4~2 8-6 48 0,60



