LEHRSTUHLA FUR MATHEMATIK Aachen, den 22. Dezember 2004
Prof. Dr. E. Go6rlich
Dipl.-Math. I. Klocker

6. Ubung zur Approximationstheorie
Abgabe: Montag, 10. Januar 2005, 12 Uhr

Aufgabe 1 (4+ 4 Punkte)

a) Furn e N sei der Operatdd,, vonC, in sich gegeben durch

f fen
Unf — ) € ns
ana f ¢r|nv

wobei o, der Fejér-Operator sei. Untersuchen Bigauf Linearitat, Stetigkeit, Beschranktheit,
Idempotenz, Abbildunguf I, sowie Konvergenz bzgl. d€k,-Norm.

b) Geben Sie eine FolgéH)ncn, von Operatoren aug[0, 1] an, die beschrankt, unstetig und nichtli-
near sind (fur allen € N) und fur die gilt:

(i) Fn(Pn) = Pn fur alle n € No;
(i) R, istidempotent fur alle € No;
(iii) nIim |[Fnf — fllco, = O furalle f € C[0,1].

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Beweisen Sie den Satz von Marcinkiewicz (vgl. Satz 111.8) fur reellwertige Funktionen:
Zu jedem reellwertigeri € C[a, b] existiert eine Dreiecksmatri&( f) von Stutzstellen, so dass

lim [|L" f — fllgian = O.
n—oo ?
Hinweis Benutzen Sie den Chebychev-Alternantensatz (Satz IV.2).

Hinweis fur die Aufgaben 3-6: Cheney, Chapter 1.5.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Sei) # K c R" abgeschlossen und konvex. Zeigen Sie, dass es genau einenxganiktgibt mit
inf [X| = [xo.

xeK

Definition: SeiX ein Vektorraum iibeR oderC, K C X undn € No. Jede Linearkombinatiop|_q A f;

mit f; € K, \j > 0undy]_o\j = 1 heiBt eineKonvexkombination von Elementen aus. Die Menge
conK) aller Konvexkombinationen von Elementen &useif3t diekonvexe HullevonK.

Aufgabe 4 (6 Punkte) (Satz von Carathéodory)
SeiK C R". Jeder Punky € con(K) lasst sich darstellen als Konvexkombination von hochstens
Elementen auk.

Aufgabe 5 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass die konvexe Hiille einer kompakten Mé&hgeR" kompakt ist.


http://www.mathA.rwth-aachen.de
mailto:goerlich@mathA.rwth-aachen.de
mailto:ingo.kloecker@mathA.rwth-aachen.de
http://www.mathA.rwth-aachen.de/lehre/ws04/approximationstheorie/

Aufgabe 6 (5 Punkte)
SeiK ¢ R" = R"*! kompakt. Zeigen Sie, dass das System linearer Ungleichungen

al-x= z ajxj >0 (a=(a,...,an)' €K)
=1

genau danikeineLdsungx = (Xq,...,%,)t € R" hat, wenn Gz conv(K) gilt.

Aufgabe 7 (5 Punkte)
SeiC(X) der Raum aller reellen, stetigen Funktiongrdefiniert auf einem kompakten (Hausdorff-)
RaumX, versehen mit der Normf|| := sup| (x)|. Ferner sefgo,01,-..,0n} €in System vom+ 1

linear unabhéngigen Elementen &(X) undM = sparf{do,---,On}. Zeigen Sie, dasg = ZJ 0a;0j
genau dann ein Element bester Approximationiusu f € C(X) ist, falls der Nullpunkt de®™*1 in
der konvexen Hiille der Mengé := {r(x) - (go(X), ...,gn(X))%; X € Xo} liegt. Dabei istr := g— f und
Xo die Menge aller Extremalpunkte vond. h.Xg := r(x)| = ||r||}. (Hinweis Cheney, S.73).

Wir wiinschen Euch frohe Weihnachten und einen guten Rutsch ins neue Jahr!



Aufgabe 8 (5* Punkte)
Welches Losungswort versteckt sich in diesem Kreuzwortratsel?

1 2 4 SQ 6 7 S 9 10

14

Waagerecht 1: Kantors Sohn (russ)1: Kein zwar ohne ..14: Musikinstrumentl5: Verbindung in
Fernleihel6: Tierischer Teil einer Beweismethod&: Ein Wort zum Boérsenkrach9: Raubtier (Abk.)

21: Ungesunde Reis23: Stadt, Land, Fluss, gegeber23 War in Agypten und loste die Warmelei-
tungsgleichun@8: Alles neu durch eine Vorsilb29: Niederdeutsche Eulg0: Gespiegelt ist nicht 40
senkrechBLl: Schneller als die Gelber83 Sag mal umgedrel85: Mafiosi im Gartenger&d7: Stadt

im Meer 39: Gegebermw(1) = w(11) =1, ®(5) = R, ®(13) = N, gesuchtw 41: Stadt mit Munster

42: Verruckter Geheimdiengt3: Afrikanischer Boxed5: Mehrstufige Form des Kdlschen Karnevals
48 Medienmann mit einem SteB0: Mathematiker in Liechtenste2: Mit ist nicht ... 53: B, (f1;X)

54: Gemessener Drucks: Kubricks letzter Film56: Wirzt die Gurkenzei60: Aul3erkarnevalistische
Parade61: Im Kopf jeder Ubungs2: Ehemaliger angewandter Mathematiker, insb. Informatiker, oder



Baumarkt63: Muhlenabfallproduk65: Vormittags (engl.56: So wird Aufgabe geschriebd8: Autor
namens Dari®9: Gehort der Frar0: Wo in Aachen die schonsten Schlangen gedeif@iRom flr

die alten Romei74: Negativ konnotierte Vorsilb&5: Vertauschbar mit 68 senkrecht: Ehemaliger
Mathematiker im Rektoraf9: Erscheint, wenn man die gro3e Taste auf der Tastatur dBG:KEu-
sammenfassung von wohlbestimmten, wohlunterschiedenen Objekten zu einem &lawdtam Tipp

84. Anwendung von 33 waagerec85. Steinchenreiche Stadt in Itali€90: Nachstes Semestéd.:
Blau wie der HimmeB2: Schweineman®3. Fundamentale Eigenschaft von Mengen mit poetischer
Steigerung

Senkrecht 1: Verwandtschaftsgrad vopundq 2: Teil einer math. Bildung: Induziert eine enorme
Topologie4: (taxi without i) ohne 5: Lappisches Tieb: Sprechweise dieser Notatiah Schnells-
tes Verkehrsmittel innerhalb des Grabenrings (schweizer&cBptt des Donnerstagd Firmenteil

10: Geht sie nicht auf, geht der Kuchen unigk Dramatisches an Bakteriel?: Math. Schmuck-
stick13: GroRRer Sed8: In Rivlin nicht out20: Thn (lat.) 22 Mathematiker mit malerischer Halfte
24: Schwung a la Lagrang2s: Nannte seinen Satz Lemn2&. Eng befreunde27: Nachbarland von
Burundi30: Another word for functiorB2: Polynomraume4: Integralmittler35: Berlihmter Tatort in
einem James-Bond Filr®6: Nicht die Speich&7: >XT 38: Von einem Ami entliehed(: 1043 Sitz-
platzed4: Gesetz der Romel6: Sieht ein Ire in 13 senkrec#: Chevy Chase math. fast-Namensvetter

49:; f_11C20(X)C05(X)\/1—X2_1 dx 51: Mangel glattet auch4: Franz. Bandb7: Russ. Gottesbil&8:
Durfte nicht schwer seiB9: Teil von Apfeln, Pudeln und singuléaren Integral@®d Tierischer Lehr-
stuhl61: Invariant unter Konjugatio®4: Im Hause66. Raubte uns bei der Interpolation die Illusion
67: Eine der &ltesten Stadte Deutschlands im Rudersg&ifkurz fur ,wird schon vertauschbar sein®
71: Anfange einer neuen Folg®: Hier stand eine der Wiegen der Mathemattk Fluss durch Korne-
limiinster78: Musik im Mais 82: Geheimnisumwitterter griech. Buchsta®®& Der Ocher meint nicht
wahr 84: Strahlende Stadt (Kfz-Kennz86: 10° mn? 87: Mannlicher Vorname88: Macht Mediziner
krank89: Zum Schluss ein Laut des Staunens



