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5. Ubung zur Approximationstheorie
Abgabe: Montag, 20. Dezember 2004, 12 Uhr

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Furt > 1 seif; € Cy,; definiert durch

fe(¥)= 3 (v+1) “cog3"x) firallexeR.
v=0

Zeigen Sie, dass Konstantdh, M, > 0 existieren, so dass

M1 Mo
(logn)7—1 < Enlfe) < (logn)7—1

firn>3undt > 1.

Aufgabe 2 (7 Punkte)
Beweisen Sie Lemma V1.9 der Vorlesung:

SeiX ein linearer normierter Raum. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(i) X ist strikt konvex.

(i) Der RaumX ist streng normiert, d. h. ausf,g# 0 und||f +g||x = || f||x + ||g]lx folgt f = yg
fureiny > 0.

(i) Der Rand der Einheitskugel, d. h. die Men§g € X;
Strecke.

f||x = 1}, enthalt keine nichttriviale
(iv) Ausf,ge Xmitf £gund|f|x =|lg|lx =1folgt|af+ (1—a)g||x < 1furallea € (0,1).

Aufgabe 3 (6 Punkte)
Beweisen Sie Lemma VI.10 der Vorlesung:

SeiX ein linearer normierter Raum. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(i) X ist gleichm&Rig konvex.

(i) Zu beliebigens > 0 undr > 0 existiert eind > 0, so dass fur alld,g € X aus||f|jx <r+ 6,
Ilgllx < r+ & und|[f —gl|x > € stets|| f +g]|x < 2r folgt.

(iii) Faralle Folger fn)n>1, (gn)n>1in X folgtaus|| fn||x < 1,||gn||x <1 firallene N undnlim | fn+
[ - — 00
Onllx =2 stetsn_lig;l | fn—anl|x = 0.
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Aufgabe 4 (2+ 2 Punkte)
Beweisen Sie Lemma VI.11 der Vorlesung:

SeiX ein linearer normierter Raum. Dann gilt:

a) Ist X gleichmaRig konvex, so i3€ strikt konvex.

b) Ist X endlichdimensional und strikt konvex, dannXsgleichmafig konvex.

Aufgabe 5 (2 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Raur@éa, b] undL![a, b] nicht strikt konvex sind.

Aufgabe 6 (2+4+ 1 Punkte)
Zeigen Sie, dass die folgenden Raume gleichmal3ig und somit auch strikt konvex sind.

a) Jeder HilbertraumHinweis Parallelogrammidentitat).

b) Zeigen Sie die Behauptung fir eine der beiden folgenden Klassen von Raumen.

(i) LP(a,b) fir —oo <a<b< oo, 1< p< oo (Literatur: A. Schénhage, S. 43).
(i) ¢Pfur 1< p< oo, wobei

~ 1/p
(P = ¢ x=(Xn)n>1; [IX]|p = (Z ’X”’p> <
n=1

(Literatur: Kéthe, Topological vector spaces, 826.7).
c) (R [|]lp) fir 1 < p < oo,

Aufgabe 7 (3+ 2 Punkte)
Furk € N seiX = (R || - ||1+1/k), und der RaunY sei definiert durch

~ 1/2
Y= {.\/ (k=13 Yk € X, [I¥lly == (2 I\ka>2<k> <oo}-
k=1

Beweisen Sie, dass der Raifm

a) strikt konvex ist.

b) nicht gleichmalig konvex ist.

Hinweis Benutzen Sie in a) die strikte Konvexitat der RauMyeund ¢2 und wéahlen Sie in b) als
Testpunkte auf dem Rand der Einheitskugel vordie Punktey® := (0,...,0,y,0,...), zZ¥ :=
(0,...,0,%,0,...) mityx = (1,0) € Xc undz, = (0,1) € X, fur hinreichend groRes N.



