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4. Ubung zur Approximationstheorie
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Definition: SeiX # {0} ein normierter Vektorraum. Eine Menge= {¢1, ..., ¢n} stetiger, reell- oder
komplexwertiger Funktionen auf heil3t einChebychev-SystenfoderHaar-System) auf X, falls die
folgende Bedingung erflllt ist:

Sindxg,...,Xn € X paarweise verschieden, dann gilt

$1(x1) -+ On(xa)
D(®;X1,...,Xy) ;= det : : # 0.

¢1(%) -+ Pn(Xn)

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Sei X # {0} ein normierter Vektorraum und seieq, ..., X, € X paarweise verschieden. Ferner sei
®={¢1,...,0,} eine Menge stetiger, komplexwertiger FunktionenXubasallgemeine (komplexe)
Lagrange-Interpolationsproblem lautet dann:

Gegeben seien beliebige komplexe Zahlgn...,y,. Gesucht sind Koeffizienten
ai,...,an € C, so dass gilt:

n
ZaJ¢J Xi) =Y furl1<i<n.

Zeigen Sie, dass folgende Aussagen aquivalent sind:

(i) Fur beliebigeys,...,yn € C und paarweise verschiedene Elemexte..,x, € X ist das allge-
meine (komplexe) Lagrange-Interpolationsproblem eindeutig I6sbar.

(i) @ istein Chebychev-System.

(i) Jede FunktiorP = a;¢1 + - - - + an¢n, fur die mindestens einer der Koeffizientan# O ist, hat
hdchstens — 1 paarweise verschiedene NullstellerXin

Aufgabe 2 (3+ 1 Punkte)

a) Gegeben seien+ 1 paarweise verschiedene komplexe Zahign..,z,. Zeigen Sie, dass die
Vandermonde-Determinante

1z - Z
V= det :
1z - 7
den folgenden Wert besitzt:
OgiE!gn

b) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 1 und Teil a), dass das spezielle (komplexe) Lagrange-
Interpolationsproblem der Vorlesung (vgl. Satz Ill.1) eine eindeutige Losung hat.
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Aufgabe 3 (1+2+2+2+2 Punkte)
Fiur f € Xo, undm,n € Ng, m < n sind diede La Vallée-Poussin Mittel (delayed means) definiert

durch
Vinnf(X) ~h— m+1 ZSk

wobei S f die k-te Fourier-Teilsumme vom € Xy, bezelchne.

a) Welche Operatoren werden tUber die Spezialfiddle 0 bzw.m = nreproduziert?

b) Zeigen Sie die Darstellung
T
Vinnf (X) = Zi/ f(X—U)vmn(u) du

nTJ—x
mit Kern i1
n m
Vmn(X) i= ———F(X) = —— Fqn-1(X
mn(X) = g ) = g a0,

wobeiF, der Fejér-Kern ist uné_;(x) := 0 gesetzt wird.
c) Bestimmen Sie die sogenannten Konvergenzfaktpker, in der Darstellung
n .
Vmn(X) = z Pk,m,ne'kx-
k=—n

d) Zeigen Sie, dass fir die spezielle Wahl= [n/2] + 1 die Vi, einen Approximationsprozess auf
Xor bilden (x] bezeichne die Gaussklammer vgn

e) Zeigen Sie die Projektionseigenschalft ¥, auf My, d. h. fur allety, € My gilt
Vm7n(tm) - tm

Aufgabe 4 (1+5+ 1+ 3 Punkte)
Das Legendre-Polynom der Ordnung Ny sei definiert durch

1
nVIT2

on(X) = (1) I (%)n[(l—xz)“] fur allex € R.

Zeigen Sie:
a) Es gilton(X) = Sh_oax mit ay # 0, d. h.gn € Py,
b) Die Folge(¢n)n>o bildet ein Orthonormalsystem im Raumi(—1,1), d. h.

/ on(X)@(X) dx= 8, furnk e No.
c) Fur allen € Nist ¢ orthogonal aufP,_1, d. h. fur allep,_1 € Pn—1 gilt
/ On(X) Pr_1(X) dX= 0.

d) Zeigen Sie, dass di@, bis auf das Vorzeichen die einzigen Polynome Bgisind, die b) erfillen.

Hinweis Verwenden Sie das Eulersche Integral erster Art (Eulersche Betafunktion)

B(x,y) = /tx Ya—t)y- ldt_w fur allex,y > 0.



Aufgabe 5 (1+1+1+1+3+3+2 Punkte)
Beweisen Sie Lemma V1.1 der Vorlesung:
SeiX ein normierter Vektorraum tber dem Korpere {R,C} undM C X ein Unterraum. Dann gilt:

a) Em[f] < [|f[|x fur alle f € X.

b) Em|[f1+ f2] < Em[f1] +Em[f2] fur alle fy, f2 € X.

c) Em[af] =|a|Em|[f] fur f € Xunda € &.

d) Em[f +0] = Em[f] fur f € X undg e M.

e) Em|[f1+ afy] ist eine stetige Funktion vom € ® bei festenf, f; € X.
f) Em[f1+ af,] ist eine konvexe Funktion voa € R bei festenf;, f; € X.

g) Ist f; € X mit Ey[f2] > 0, so gilt |Iim Em[f1+ o fo] = oo flr alle f; € X.

|a|—o0

Aufgabe 6 (1+ 4 Punkte)

Seicg der Vektorraum aller komplexen Nullfolgen= (Xj)j>1 versehen mit der Norrix|| := sup|x;j|.
jeN
Zeigen Sie:

a) Die MengeM = {x € Co; 32 2-1x;j = 0} ist ein Untervektorraum vo.

b) Zu beliebigemy € ¢y \ M existiert kein Element bester Approximation ads (Literatur: E. W.
Cheney, S. 21)



