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3. Ubung zur Approximationstheorie
Abgabe: Montag, 22. November 2004, 12 Uhr

Aufgabe 1 (6 Punkte)
Zeigen Sie, dass fur den Dirichlet-Kely, gilt

1 4 .
An=o_[Dallg, > —5logn  furallencN.

Hinweis Benutzen Sie die Darstellung des Dirichlet-Kerns als Quotient zweier Sinus-Funktionen aus
Lemma I1.8. Schatzen SH&D”HL% gegen das Integré®/ ) [3'(] sinzx|/x) dx nach unten ab und spal-
ten Sie dieses in Integrationsbereiche der Lange 1 auf.

Aufgabe 2 (6+ 1 Punkte)
Seienn € N, [a,b] C R sowiexo, X1, ...,X, € [a,b] paarweise verschieden. Weiter $ef C[a, b] derart,
dassf ("1 (x) fir allex € (a,b) existiert.

a) Zeigen Sie, dass es dann éire (a,b) gibt, so dass fur das zu den Stitzstekgn .., x, gehdrige
Lagrange-Interpolationspolynoby, f gilt:

) (g)

f(X) —Ln(f;Xx) = wn+1(x)m.

Dabei istwp1(X) wie in Lemma IIl.1 definiert.

b) Beweisen Sie Satz IIl.3.

Aufgabe 3 (2 Punkte)

Sei [a,b] ein endliches Intervall undf(x) = €. Zeigen Sie, dass dann die Lagrange-
Interpolationspolynomed.,f fiir jede beliebige Wahl von Stitzstellen afesb] gleichmaRig auf
[a,b] gegenf konvergieren.

Aufgabe 4 (2 Punkte)
Beweisen Sie Lemma IIl.2 der Vorlesung:
Fir jedesn € N ist com6 darstellbar in der Form

n—1
cosng = 2" 1cod g + Y an cose  furalled eR
o

flr gewisse Konstantesy , € R.
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Aufgabe 5 (4 x 1 Punkte)
Beweisen Sie Lemma I11.3:

a) Es qilt die Rekursionsformel:
Chi1(X) = 2¢XCa(X) — Ch—1(X) firne N,xe R.

b) Firn e Ny istC, gerade (bzw. ungerade), faligerade (bzw. ungerade) ist.

c) Furn e N hatG, genau dien einfachen Nullstelleny , := cosz';ln ,1<k<n.

d) Furne N hatC;, die Extremwertet1 auf[—1,1]. Diese Werte werden genau an den Stegn:=
Cosg—'r‘,n, 0 <k < n, angenommen. Es gita(X, ) = (-1kK,0<k<n.

Aufgabe 6 (2 Punkte)
Beweisen Sie Lemma lll.4 der Vorlesung:
Furk, | € N gilt

1 L n L fallsk=j=0,
/1quxﬂm = dx=07 L fallsk=] £0
- - 0 ,fallskj.

Aufgabe 7 (2+ 1 Punkte)

a) Gegeben seien die Polynome
k .
pe(X) = acjx! € Pk
2

mit ay x # 0 fir 0< k < n. Zeigen Sie, dass fiir jedes Polynape P, eindeutig bestimmte Zahlen
¢k € C, 0< k < n, existieren, so dass

n
On = Ck Pk-
2,

b) Zeigen Sie, dass die Chebychev-Polynome jeweils ein Fundamentalsystem bierijd| bzw.
inLP(-1,1),1< p < oo.

Definition: Sein e N und seierx; € [-x, ), 0 < j < 2n, paarweise verschiedene Stiitzstellen sowie
yj € C, 0< j < 2n, beliebige Stitzwerte. Das Problem, ein trigonometrisches Polyp@ntl, zu
finden, so dass

ta(Xj) =Yj furalle0< j <n,

heil3t (trigonometrisches) Lagrange-Interpolationsproblem Ferner heil3t, (trigonometrisches)
Lagrange-Interpolationspolynom.

Aufgabe 8 (4+ 2+ 2 Punkte)
Zeigen Sie:

a) Das trigonometrische Lagrange-Interpolationsproblem ist eindeutig I6sbar und das zugehoérige In-
terpolationspolynom ist gegeben durch Giau3formel

2n
th(X) = ) YjAj(X),
j; iAj

wobei




b) Mit

2n+1 2 X— X
On1(X) :=2" sin( )
[

gilt die Darstellung

gjl(x) , falls x # x;,
Aj(x) = { 2sin(5) @h1 (%)
1 , fallsx = xj.
c) Fir aquidistant verteilte Stitzstellen
2jm .
Xjn = —-n-1<j<n+1
zeige man die Darstellung
1 n
tn(X) = 2n+1j:z YiDn(X—Xjn),

—Nn

wobeiDy, denn-ten Dirichlet-Kern bezeichne.

Aufgabe 9 (1+ 2 Punkte)
Beweisen Sie:

a) Es existiert genau ein beschrankter linearer OpevatoiC,,; — My, so dass fur jedet € Cy; gilt
(Anf)(xj) = (X)) faralle 0< j < 2n.

Anf heil3t(trigonometrisches) Lagrange-Interpolationspolynomvom Gradn von f bzgl. der
Stitzstellerxj, 0< j < 2n, und ist gegeben durch

2n
(Anf)(¥) =S T(Xj)Aj(x).
jZO 171

b) Der Lagrange-Interpolationsoperaf®y ist eine Projektion auifl,, d. h. es gilt zusatzlich:

() Zu jedemt, € N, existiert einf € Co Mit Apf =1t,.
(i) Apistidempotent, d. h.



