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2. Ubung zur Approximationstheorie
Abgabe: Montag, 8. November 2004, 12 Uhr

Definition: Seienx,h € R und f eine auf der Meng¥ C R definierte reellwertige Funktion. Fire N
heiBtA] f (x), wobei

Anf(X) :=ALf(x) := f(x+h) — f(x) fallsx,x+heU,
Ahf(x) =ANAYH)(x)  furn>2, fallsx,x+h,...,x+nheU,
die n-te Differenzvon f an der Stellex mit Inkrementh. Zusatzlich setzen Wik f (x) := f ().

Aufgabe 1 (2 Punkte)
Zeigen Sie, dass flire Nundx,h€ R mit x4+ jh e U fur0 < j < ngilt

ADF(x) = ji(—l)”‘j (T) f(x+ jh).

Satz (Jensen-Ungleichung)
Seil C R ein Intervall undg : 1 — R konvex. Sind danrf, ¢ o f € L(a,b) mit f([a,b]) C I, dann gilt

(b— /f dX)—b_ /b(¢0f)(x)dx

(s. Hewitt-Stromberg, Real and Abstract Analysis, p. 202).

Definition: Fur ein endliches Intervalla,b] C R bezeichneX[a,b] im Folgenden immer einen der
R&umeCla, b] oderLP(a,b),1 < p < oo, versehen mit den entsprechenden kanonischen Normen.

Aufgabe 2 (3+2+4+ 2+ 4+ 2 Punkte)
Zu f € X]0, 1] ist dasn-te Kantorovi ¢-PolynomK, f, n € No, definiert durch

k+1

Knf(X) := (n+1) ank /”“f(t)dt fiir x € [0, 1],

n+1

wobei flirx € [0,1] undk,n € Z die Bernstein-Basispolynons, x gegeben sind durch

(x) = (WX(1—x)"k  falls0<k<n,
P90 , sonst.

Zeigen Sie:

a) Es qilt:

1 1
(i) /0 Pnk(X) dx ] furo<k<n,
(i) Phk="N(Pn-1k-1— Pn-1k)-
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b) Knf(x) = & Bn1F (x), wobeiF (x) = [§ f (t) dt fiir x € [0, 1].
c) Seip(x) =x(1—x) fur x € [0,1]. Zeigen Sie:

(i) Fur fo(x) =1istKnfo(x) = 1.
¢'(x)
2(n+1)
()  1-60(x)
n+1 3(n+1)2°

(i) Firgy(u) = u—xistKngx(x) =

(i) Firhg(u) = (u—x)? ist Knhy(x) =

d) Die OperatorerK, bilden einen Approximationsprozess &j0, 1], d. h.
nIim [Knf — fllcioy =0 fur f € C[0,1].

e) FurX = LP sind die OperatoreK, gleichmafig beschrankt durch 1, d. h. es gilt
[KnfllLpo,) < IIfllLpo,y) fur f € LP(0,1) undn € Np.
f) Die OperatorerK, bilden einen Approximationsprozess &#{0,1), d. h.
nleooHan — fllLeo,1) =0 far f € LP(0,1).

Hinweis Zum Beweis von e) verwenden Sie, dass die Funkgign := |x|P fur p > 1 konvex ist, und
benutzen Sie die Jensen-Ungleichung.

Aufgabe 3 (8 Punkte)
Beweisen Sie den Satz von Bohman-Korovkin®y:

Sei(Th)nen, €ine Folge positiver linearer Operatoren W@y in sich. Dann sind aquivalent:
(i) (Th)nen, ist ein Approximationsprozess a@b, d. h. fur jedesf € Cy; gilt

lim || Taf — fllc,, = 0.
n—oo

(if) Fur die Funktionerfp(x) = 1, f1(x) = cosx und f2(X) = sinx gilt

Dim [ Tafo— follcye = M [[Taf1— fallcy, = liM_[[Tnf2— f2flc,, = 0.

(iiiy Fur die Funktionerfo(x) = 1, ¢x(u) = sir?((u—x)/2) gilt
lim [[Tafo— follcy, = im [[Ta(X)lcze =0,

wobeiTn(¢y; X) die Anwendung vor,, auf ¢x(u) als Funktion voru sei und dann di€,;-Norm
bzgl. x betrachtet werde.

Aufgabe 4 (5+ 2+ 2 Punkte)

a) Beweisen Sie Lemma 6 der Vorlesung und folgern Sie daraus die Eigenschaft (6) der B-Splines aus
Lemma 5.

b) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften des Stetigkeitsmoduls:

(i) o(f,rd) <row(f,d) far f € Cla,bj undr € N,
(i) o(f,ad) < (a+1l)w(f,9d) fur f eCla,bjunda e R, o > 0.



Aufgabe 5 (2+ 1 Punkte)
Seiena,be Rmita< b.

a) Zeigen Sie fir I< p < oo, dassLP(a,b) C L(a,b) gilt, und dass eine Konstanké > 0 existiert,
so dass
Iflls <MI|flly  fiir f € LP(a,b)

gilt.
b) Zeigen Sie furf € LP(a,b), 1< p < oo, dass

lim ||Apflp =0
fim

gilt.
Hinweis Benutzen Sie das Analogon von Satz 1.10 ber die DichtheiGjarb] in LP(a,b).

Aufgabe 6 (2+ 2 Punkte)

a) Beweisen Sie den Eindeutigkeitssatz fir Fourierkoeffizienten:
Seif € Cyr mit f/(k) = 0 fur allek € Z, dann istf = 0.

b) Beweisen Sie das algebraische Analogon zum Eindeutigkeitssatz fur Fourierkoeffizienten:
Seiena,b € R mit a < b und seif € C[a, b]. Gilt fur die ,algebraischen Momente*

/bf(x)x”dx:o (n€ Nop),

soistf =0.
Hinweis Zeigen Sie zunachst, daﬁqg|f(x)|2dx: 0 ist.



