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1. Ubung zur Approximationstheorie
Abgabe: Montag, 25. Oktober 2004, 12 Uhr

Hinweise zum Ubungsbetrieb Die Ubungen sollen mdglichst zu zweit bearbeitet werden. lhre
Losungen geben Sie jeweils bis zum auf dem Ubungsblatt angegebenen Termin ab, entweder beim
Ubungsleiter oder in den Ubungskasten vor dem Sekretariat des Lehrstuhls (Raum 155 im Hauptge-
baude).

Zum Erwerb eines Ubungsscheins bzw. eines qualifizierten Studiennachweises miissen 50% der Ge-
samtpunktzahl erreicht werden. Wer mindestens einmal die Losung einer Aufgabe vorrechnet, muss
nur 40% der Gesamtpunktzahl erreichen. Falls Sie einen Schein erwerben wollen, dann melden Sie
sich bitte unter der u. a. Adresse zur Ubung an.

Die Ubungsblatter und weiteres Material zur Vorlesung sind auch im Internet erhaltlich unter
http://www.mathA.rwth-aachen.de/lehre/ws04/approximationstheorie/

Aufgabe 1 (2 Punkte)
Ein Operatod vonCla,b] in sich sei gegeben durch

I[(f;x) = i f () Pk(X) fur allex € [a, b,
K=0

wobein € N, @y € C[a, b] und diex, € [a, b] paarweise verschieden seien. Zeigen Sie, dass der Operator
| genau dann positiv ist, wenn gilt:

d(x) >0 fir 0< k < nund fur allex € [a,b].

Aufgabe 2 (3+ 3 Punkte)
SeiB, f dasn-te Bernstein-Polynom der Funktidne C[0, 1], d. h.

n
Bn(f;x) = %f('ﬁ‘) (E) X(1—x)"*  firallex e [0,1] und allen € N.
k=

a) Zeigen Sie (J. Favard, 1949):

o (8 () (51 = () (0) - () e

furalleme N, m<n.

Hinweis Fur die Funktiongm(x) := {73 (x— j) zeige man zunachst die Identitgh(k) (7) =
gm(n) (r_m) fir allek,mne Ngmitm<k<n.

b) Berechnen Si8n( f; x) fir 0 < k < 3, wobei fi(x) := x¥ ist.
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Aufgabe 3 (1+1+ 2 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass fur allee N undx € [0, 1] gilt:
n n
S (k- nx)2< )xk(l—x)”—k = nx(1—X).
K=0 k

b) Furx e [0,1] seiAs(x) :={k € Ng; k<n, |'ﬁ‘ —X| > 6}. Zeigen Sie mit Hilfe von Teil a), dass fiir
jedesé > 0 und fur allen € N undx € [0, 1] gilt:

n ~ X(1—X
> (k)xk(l_x)n kﬁ%'
kEAg(X)

c) Geben Sie einen direkten Beweis (ohne Benutzung des Satzes von Bohman-Korovkin) dafir, dass
die Bernstein-Polynome einen Approximationsprozes<aufl| bilden.

Hinweis Setzen Sie wie folgt an:

[£(%) = Bn(f;x)| =

3 (109~ £(5)) (E)xk(l—x)”_k

=0

Cerky (MY ke 0k
S{ke%(x)%—ke%(x)}u()o f(n)‘(k)X(l v

wobeiBg(x) := {k € Ng; k<n, \E —X| < &} ist, und zeigen Sie, dass beide Summen fur gentigend
gro3es kleiner als ein vorgegebenes> 0 sind.

Aufgabe 4 (2 Punkte)
Zeigen Sie anhand der Operatoiign C|a,b] — Cl[a, b]

Tn(f;X) := (1+ %) (f(a) +W(x—a)> fur allex € [a,b] und allen € N,

dass es beim Satz von Bohman-Korovkin i. A. nicht ausreicht, nur die beiden Testfunkfiouneahf,
Zu betrachten.

Aufgabe 5 (3 Punkte)
Sei {Th}nen €ine Folge positiver linearer Operatoren VvBfa,b] in C[c,d] mit [c,d] C [a,b], und
fo(u) = 1, gx(u) = (x— u)?. Zeigen Sie, dass aus

lim [[Tafo— follgiea = Jim [[Ta(@xi¥)llcica = O

folgt:
nIim [Tnf — fllcica =0 fur alle f € Cla,b].

Hinweis Gehen Sie von der im Beweis zu Satz 3 hergeleiteten Ungleichung
1£(x) = f(u)] <e+2|fllcapd “ex(u)  firallex,u € [a,b] und allef € Cla,b]

aus.



Aufgabe 6 (2+ 1+ 2+ 3 Punkte)
Fur f € C[0,1] sind die Operatoren von Landau-Stieltjes definiert durch

1

1
@«ﬁ@::x_é (1-(u-x?"f(udu firallexe[0,1] und allen€ N,
n

wobeiXn := 1 (1—u)"duist.
a) Zeigen Sie fur die Normierungsfaktorep:

) 2n  2n-2 2 .
(1) >\n_2~m~m~...~§ furallen e N,

N 1
i) A\n> %

b) Zeigen Sie, dasls;, ein positiver Operator vo@[0, 1] in Pa, ist.

fur allen e N.

c) Beweisen Sie mit Hilfe von Aufgabe 5, dass fiir ale (0,3) gilt:

Him lzn(f;%) = f()lleip.1- =0 firalle f €C[0,1).



