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1. Übung zur Approximationstheorie
Abgabe: Montag, 25. Oktober 2004, 12 Uhr

Hinweise zum Übungsbetrieb Die Übungen sollen möglichst zu zweit bearbeitet werden. Ihre
Lösungen geben Sie jeweils bis zum auf dem Übungsblatt angegebenen Termin ab, entweder beim
Übungsleiter oder in den Übungskasten vor dem Sekretariat des Lehrstuhls (Raum 155 im Hauptge-
bäude).

Zum Erwerb eines Übungsscheins bzw. eines qualifizierten Studiennachweises müssen 50% der Ge-
samtpunktzahl erreicht werden. Wer mindestens einmal die Lösung einer Aufgabe vorrechnet, muss
nur 40% der Gesamtpunktzahl erreichen. Falls Sie einen Schein erwerben wollen, dann melden Sie
sich bitte unter der u. a. Adresse zur Übung an.

Die Übungsblätter und weiteres Material zur Vorlesung sind auch im Internet erhältlich unter
http://www.mathA.rwth-aachen.de/lehre/ws04/approximationstheorie/

Aufgabe 1 (2 Punkte)
Ein OperatorI vonC[a,b] in sich sei gegeben durch

I( f ;x) =
n

∑
k=0

f (xk)Φk(x) für allex∈ [a,b],

wobein∈N, Φk∈C[a,b] und diexk∈ [a,b] paarweise verschieden seien. Zeigen Sie, dass der Operator
I genau dann positiv ist, wenn gilt:

Φk(x)≥ 0 für 0≤ k≤ n und für allex∈ [a,b].

Aufgabe 2 (3+3 Punkte)
SeiBn f dasn-te Bernstein-Polynom der Funktionf ∈C[0,1], d. h.

Bn( f ;x) =
n

∑
k=0

f ( k
n)

(
n
k

)
xk(1−x)n−k für allex∈ [0,1] und allen∈ N.

a) Zeigen Sie (J. Favard, 1949):

Bn

(
x

(
x− 1

n
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für allem∈ N, m≤ n.

Hinweis: Für die Funktiongm(x) := ∏m−1
j=0 (x− j) zeige man zunächst die Identitätgm(k)

(n
k

)
=

gm(n)
(n−m

k−m

)
für allek,m,n∈ N0 mit m≤ k≤ n.

b) Berechnen SieBn( fk;x) für 0≤ k≤ 3, wobei fk(x) := xk ist.
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Aufgabe 3 (1+1+2 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass für allen∈ N undx∈ [0,1] gilt:

n

∑
k=0

(k−nx)2
(

n
k

)
xk(1−x)n−k = nx(1−x).

b) Für x∈ [0,1] seiAδ (x) := {k∈ N0; k≤ n, | kn−x| ≥ δ}. Zeigen Sie mit Hilfe von Teil a), dass für
jedesδ > 0 und für allen∈ N undx∈ [0,1] gilt:

∑
k∈Aδ (x)

(
n
k

)
xk(1−x)n−k ≤ x(1−x)

nδ 2 .

c) Geben Sie einen direkten Beweis (ohne Benutzung des Satzes von Bohman-Korovkin) dafür, dass
die Bernstein-Polynome einen Approximationsprozess aufC[0,1] bilden.

Hinweis: Setzen Sie wie folgt an:

| f (x)−Bn( f ;x)|=

∣∣∣∣∣ n

∑
k=0

(
f (x)− f ( k

n)
)(

n
k

)
xk(1−x)n−k

∣∣∣∣∣
≤

{
∑

k∈Aδ (x)
+ ∑

k∈Bδ (x)

}∣∣ f (x)− f ( k
n)

∣∣(n
k

)
xk(1−x)n−k,

wobeiBδ (x) := {k∈N0; k≤ n, | kn−x|< δ} ist, und zeigen Sie, dass beide Summen für genügend
großesn kleiner als ein vorgegebenesε > 0 sind.

Aufgabe 4 (2 Punkte)
Zeigen Sie anhand der OperatorenTn : C[a,b]→C[a,b]

Tn( f ;x) :=
(

1+
1
n

)(
f (a)+

f (b)− f (a)
b−a

(x−a)
)

für allex∈ [a,b] und allen∈ N,

dass es beim Satz von Bohman-Korovkin i. A. nicht ausreicht, nur die beiden Testfunktionenf0 und f1
zu betrachten.

Aufgabe 5 (3 Punkte)
Sei {Tn}n∈N eine Folge positiver linearer Operatoren vonC[a,b] in C[c,d] mit [c,d] ⊂ [a,b], und
f0(u)≡ 1, ϕx(u) = (x−u)2. Zeigen Sie, dass aus

lim
n→∞

‖Tn f0− f0‖C[c,d] = lim
n→∞

‖Tn(ϕx;x)‖C[c,d] = 0

folgt:
lim

n→∞
‖Tn f − f‖C[c,d] = 0 für alle f ∈C[a,b].

Hinweis: Gehen Sie von der im Beweis zu Satz 3 hergeleiteten Ungleichung

| f (x)− f (u)| ≤ ε +2‖ f‖C[a,b]δ
−2

ϕx(u) für allex,u∈ [a,b] und alle f ∈C[a,b]

aus.



Aufgabe 6 (2+1+2+3 Punkte)
Für f ∈C[0,1] sind die Operatoren von Landau-Stieltjes definiert durch

I2n( f ;x) :=
1
λn

∫ 1

0

(
1− (u−x)2)n

f (u) du für allex∈ [0,1] und allen∈ N,

wobeiλn :=
∫ 1
−1(1−u2)n du ist.

a) Zeigen Sie für die Normierungsfaktorenλn:

(i) λn = 2· 2n
2n+1

· 2n−2
2n−1

· . . . · 2
3

für allen∈ N,

(ii) λn >
1√
n

für allen∈ N.

b) Zeigen Sie, dassI2n ein positiver Operator vonC[0,1] in P2n ist.

c) Beweisen Sie mit Hilfe von Aufgabe 5, dass für alleδ ∈ (0, 1
2) gilt:

lim
n→∞

‖I2n( f ;x)− f (x)‖C[δ ,1−δ ] = 0 für alle f ∈C[0,1].


