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Aufgabe 1 (8 Punkte)
SeienX, Y zwei lineare normierte Räume. Zeigen Sie: WennY vollständig ist, dann istK[X,Y] (zur
Definition siehe Übung 12) ein abgeschlossener linearer Unterraum von[X,Y].

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Für ein endliches Intervall[a,b] sei K(x, t) stetig auf[a,b]× [a,b], und der OperatorT sei definiert
durch

T( f ;x) :=
Z b

a
K(x, t) f (t) dt für alle f ∈C[a,b] und allex∈ [a,b].

Zeigen Sie, dassT ein kompakter linearer Operator vonC[a,b] in sich ist.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Arzelà–Ascoli.

Aufgabe 3 (2+1+1+1+2 Punkte)
SeienX, Y undZ lineare normierte Räume. Zeigen Sie:

a) Ist T ∈ [X,Y] mit T(X)⊂Y endlichdimensional, dann istT kompakt.

b) Ist X endlichdimensional undT : X →Y linear, dann istT kompakt.

c) Ist S∈ [X,Y] undT ∈ K[Y,Z], dann istTS∈ K[X,Z].

d) Ist S∈ K[X,Y] undT ∈ [Y,Z], dann istTS∈ K[X,Z].

e) Ist X unendlichdimensional undT ∈ K[X] bijektiv, d. h.T−1 : X → X existiert, dann istT−1 nicht
beschränkt.

Hinweis: Verwenden Sie Teil c) und Ü12, A4 b).

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass der OperatorT, definiert durch

T f := (1
k fk)k≥1 für alle f = ( fk)k≥1 ∈ l2

ein kompakter linearer Operator vonl2 in sich ist.

Hinweis: Verwenden Sie A1 und A3 a).
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Aufgabe 5 (10 Punkte)
SeiX ein Banachraum (über dem KörperΦ) und( fk)k≥1 eine Schauder–Basis vonX, d. h. jedesf ∈ X
hat eine eindeutige Darstellung der Formf = ∑∞k=1αk fk mit αk ∈Φ (vgl. Def. I.27). Fürn∈ N sei die
n–te TeilsummenprojektionPn : X → X definiert durch

Pn( f ) =
n

∑
k=1

αk fk für f =
∞

∑
k=1

αk fk ∈ X.

Zeigen Sie, dass supn∈N‖Pn‖[X] <∞ ist.

Bemerkung: Die Zahl supn∈N‖Pn‖[X] heißt dieBasiskonstanteder Basis( fk)k≥1.

Hinweise zur Lösung: Setzen Sie

Y :=

{
(ηk)k≥1; (ηk)k≥1 Folge inΦ für die

∞

∑
k=1

ηk fk in derX–Norm konvergiert

}

und definieren Sie eine Norm‖·‖Y aufY durch

‖y‖Y = sup
n∈N

∥∥∥∥∥ n

∑
k=1

ηk fk

∥∥∥∥∥
X

für alley = (ηk)k≥1 ∈Y.

Zeigen Sie, dass(Y,‖·‖Y) ein Banachraum ist. Definieren Sie dann einen OperatorT von Y auf X
(es sollte offensichtlich sein, wie der auszusehen hat) und zeigen Sie, dass dieser Operator linear und
beschränkt ist. Folgern Sie dann, dassT−1 ein beschränkter Operator vonX auf Y ist, und beweisen
Sie damit schließlich die Behauptung.

Literatur: Ljusternik/Sobolev [28], S. 151


