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Aufgabe 1 (8 Punkte)
SeienX, Y zwei lineare normierte Raume. Zeigen Sie: Wahwollstandig ist, dann isK[X,Y] (zur
Definition siehe Ubung 12) ein abgeschlossener linearer UnterraurXygh

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Fir ein endliches Intervall, b] seiK(x,t) stetig auf[a,b] x [a,b], und der Operatof sei definiert
durch

b
T(f;x) ::/ K(x,t)f(t) dt fur alle f € C[a,b] und allex € [a,b].
a

Zeigen Sie, das§ ein kompakter linearer Operator v@ifa, b] in sich ist.
Hinweis Verwenden Sie den Satz von Arzela—Ascoli.

Aufgabe 3 (2+1+ 1+ 1+ 2 Punkte)
SeienX, Y undZ lineare normierte Raume. Zeigen Sie:

a) IstT € [X,Y] mit T(X) C Y endlichdimensional, dann itkompakt.
b) Ist X endlichdimensional und : X — Y linear, dann ist kompakt.
c) IstSe [X,Y]undT € K]Y,Z], dann istT Se K[X, Z].

d) IstSe K[X,Y]undT € [Y,Z], dannistT Se K[X, Z].

e) Ist X unendlichdimensional un@ € K[X] bijektiv, d. h.T~1: X — X existiert, dann isT ~* nicht
beschrankt.

Hinweis Verwenden Sie Teil ¢) und U12, A4 b).

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass der Operafiordefiniert durch

Tfi=(tfiJer  furalle f = (fiie1 €12

ein kompakter linearer Operator vbhin sich ist.
Hinweis Verwenden Sie A1 und A3 a).
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Aufgabe 5 (10 Punkte)

SeiX ein Banachraum (uber dem Korp®) und ( fx)k>1 eine Schauder—Basis vof d. h. jeded € X
hat eine eindeutige Darstellung der Fofre= 52 ; ok fx mit ax € @ (vgl. Def. 1.27). Fim € N sei die
n—te TeilsummenprojektioR, : X — X definiert durch

n o
Po() =Y owfc  fir f=% akfce X
k=1 k=1
Zeigen Sie, dass sy ||Pnlljx] < oo ist.

BemerkungDie Zahl supcy||Pa||x) heildt dieBasiskonstanteder Basi fx)k>1.
Hinweise zur LosundgSetzen Sie

Y= {(r]k)k>1; (Nk)k>1 Folge in® fur die Z Nk fx in derX—Norm konvergier}
K=1
und definieren Sie eine Norfn||y aufY durch

n
z Nk fi furalley= (NKk>1 €Y.

k=1

Iylly = sup

neN

X

Zeigen Sie, dass§Y, ||-|ly) ein Banachraum ist. Definieren Sie dann einen Oper&toon Y auf X

(es sollte offensichtlich sein, wie der auszusehen hat) und zeigen Sie, dass dieser Operator linear unc
beschrankt ist. Folgern Sie dann, d@ss ein beschrankter Operator vohaufY ist, und beweisen

Sie damit schlie3lich die Behauptung.

Literatur: Ljusternik/Sobolev [28], S. 151



