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9. Ubung zur Funktionalanalysis
Abgabe:Freitag, 19. Dezember 200%or der Vorlesung

Definition: Ein OperatoiT : C[a,b] — Cla, b] heiltpositiv, falls fur jedesf € C[a,b] mit f(x) > O fur
allex € [a,b] auchT(f;x) > 0 fur allex € [a, b] gilt.

Aufgabe 1 (1+ 3 Punkte)
SeiT : C[a,b] — C[a, b] ein positiver linearer Operator. Zeigen Sie:

a) Aus f(x) < g(x) fur allex € [a,b] folgt T(f;x) < T(g;x) fur allex € [a,b].

b) Ist fo(x) = 1 fur allex € [a,b], so gilt:

I Tlliclaby = IIT follcap-

Aufgabe 2 (34 9 Punkte)
SeienA = (ai),_; € C™" einen x n-Matrix undT der durchT f := A. f fur alle f € C" definierte
lineare Operator voKC", ||-||p) in sich. Zeigen Sie:

n
) (| Tlj0,00] = 1rg%>r<]kzl|a;k| (vgl. Lemma 11.8).

1/2
b) Tl = (lrgi3>r(]|>\i|) , wobei \1,..., A\, die Eigenwerte vorA29A sind und A2 = (A)T =

(i)p_, die zuA adjungierte Matrix ist (d. h. bzgl. des Skalarproduktes) des Raumes gilt
(Af.g) = (f,A2%) fiir alle f,g e CM).
Hinweis Benutzen Sie (ohne Beweis), da&¥/A hermitesch und damit auch insbesondere normal

ist und dass somit nach deiHauptsatz Gber normale Abbildungeneine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren vor2°A existiert.

Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei X ein linearer normierter Raum tbdr € {R,C}. Gegeben seien eine beliebige Indexmemge
eine Familie{fq; a € I} C X und eine Familig{cq; a € I} C ®. Zeigen Sie, dass genau dann ein
beschranktes lineares Funktiorfale X" mit

(i) f'(fq) =cq furallea € I und
(i) [[f'llx <M

existiert, wenn fur jede endliche Teilfamili¢ C I und jede Wahl von Zahlefiy; a € 7} C @ die
folgende Ungleichung gilt:

|z BaCa| < M| Z Ba fa|x-
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Aufgabe 4 (5+ 7 Punkte)

a) Zeigen Sie, dasf)’ kongruent zd? ist. Verwenden Sie hierzu die Abbildury: It — (co)’, die
durchTg:= f’ definiert ist, wobeif’ gegeben ist durch

f/(f)= Z fiOx fur alle f = (fy)k>1 € Co.
k=1

b) Zeigen Sie, dass kongruent zu?! ist. Verwenden Sie hierzu die Abbildufy: It — ¢, die durch
Tg= f’ definiert ist, wobeif’ gegeben ist durch

f'(f) = Z fl_10k furalle f = (fu)k>1 € C.
K=1

Hierbei wird fg := limy_,, fx gesetzt.
Hinweis Zerlegen Sief € cin fpe+ (f — foe), wobeie= (1,1,...) € cist.



