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6. Ubung zur Funktionalanalysis
Abgabe: Montag, 24. November 2003 vor der Ubung

Aufgabe 1 (24 2 Punkte)

a) Sei X ein linearer normierter Raum Uber dem Korgek {R,C} und (fy)n>1 eine beschréankte
Folge inX, d. h. es existiert eiM > 0 mit || fy||x < M fur allen € N. Zeigen Sie, dass dann fur jede
Folge(anp)n>1 in @ mit limp_. 0y = O stets lim_ 0, fy = 0 gilt.

b) Zeigen Sie, dass die Aussage aus a) nicht in allgemeinen linearen metrischen Raumen giltig ist,
wobei man dort eine Folge als beschrankt bezeichnet, Weia; n € N}) < oo gilt.

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Zeigen Sie, dass jeder lineare normierte Raum im Sinne von Definition .15 zu einem Banachraum
vervollstandigt werden kann (vgl. Bemerkung vor Lemma 1.1).

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Zeigen Sie unter Verwendung von Lemma 1.1, dds¥0,2), p,) vollstandig ist (vgl. Beispiel 2 nach
Satz 1.6).

Aufgabe 4 (4+ 3 Punkte)
Beweisen Sie die folgende Version von Satz 11.1 b) der Vorlesung:
SeienX, Y lineare normierte Raume.

a) Ein linearer Operatorf : X — Y ist genau dann beschrankt, wehrbeschrankte Mengen X auf
beschrankte Mengen ¥ abbildet.

b) Ist T : X — Y linear und beschrankt, dann bildetkompakte Mengen iX auf kompakte Mengen
inY ab.

Aufgabe 5 (2+4+ 7 Punkte)
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Jeder endlichdimensionale Unterraum eines linearen normierten Raurstesbgeschlossen.

b) (Lemma von Riesz)SeienX ein linearer normierter Raum un@ ; X ein abgeschlossener linearer
Teilraum vonX. Dann existiert zu jedeme (0,1) ein fg € X mit || fg||x = 1 und||f — f¢||x > € fiir
alle f € Xp.

c) (Lemma 1.5 der Vorlesung) Ein linearer normierter Radnist endlichdimensional genau dann,
wenn jede abgeschlossene und beschrankte Mengé&ampakt ist.
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