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5. Übung zur Funktionalanalysis
Abgabe: Montag, 17. November 2003 vor der Übung

Hinweis: Sofern Sie sich noch nicht zu den Übungen zur Funktionalanalysis angemeldet haben, holen
Sie das bitte nach. Anmelden können Sie sich im Internet unter

http://www.mathA.rwth-aachen.de:8002/

Aufgabe 1 (7+4 Punkte)
Sei[a,b]⊂ R ein kompaktes Intervall.

a) Zeigen Sie für reellwertige Funktioneng : [a,b]→ R die Äquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) g∈ BV[a,b].

(ii) Es existieren monoton wachsende Funktioneng1,g2 : [a,b]→ R, so dass

g(t) = g1(t)−g2(t) für alle t ∈ [a,b].

b) Zeigen Sie mit Hilfe von Teil a): Eine Funktionf ∈ BV[a,b] besitzt höchstens abzählbar viele
Unstetigkeitsstellen, und diese sind Sprungstellen, d. h. limx↓x0 f (x) existiert für jedesx0 ∈ [a,b)
und limx↑x0 f (x) existiert für jedesx0 ∈ (a,b].

Definition: Sei [a,b] ⊂ R ein kompaktes Intervall und seienf ,g : [a,b] → C beschränkt. Falls eine
Zahl I ∈ C existiert, so dass zu jedemε > 0 einδ > 0 existiert mit

|
n−1

∑
k=0

f (ξk)[g(tk+1)−g(tk)]− I |< ε

für jede ZerlegungZ = {tk}n
k=0∈Z[a,b] mit ‖Z‖< δ und jede Zwischenpunktwahlξ = {ξk}n−1

k=0, (d. h.
a = t0 ≤ ξ0 ≤ t1 ≤ ξ1 ≤ . . .≤ ξn−1 ≤ tn = b), so heißtf (Riemann–)Stieltjes–integrierbar auf [a,b]
bezüglichg.
Die ZahlI heißt dann das(Riemann–)Stieltjes–Integralvon f bezüglichg und man schreibt

I =
Z b

a
f (x) dg(x).

Aufgabe 2 (13+4+6+4 Punkte)
Sei[a,b]⊂ R ein kompaktes Intervall.

a) Zeigen Sie: Istf ∈C[a,b] undg∈ BV[a,b], dann istf Stieltjes–integrierbar bezüglichg und es gilt

|
Z b

a
f (x) dg(x)| ≤ [Varg]ba ‖ f‖C.

Hinweis: Um die Existenz des Integrals zu beweisen, zeigen Sie zunächst, dass es ausreicht, reell-
wertige Funktionen zu betrachten undg als monoton wachsend anzunehmen.
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b) Seienf ,g : [a,b]→C beschränkt. Zeigen Sie: Istf Stieltjes–integrierbar bezüglichg, dann ist auch
g Stieltjes–integrierbar bezüglichf und es gilt die Regel derpartiellen Integration :Z b

a
f (x) dg(x)+

Z b

a
g(x) d f(x) = f (b)g(b)− f (a)g(a).

c) Sei f ∈C[a,b], g∈C1[a,b], d. h. die erste Ableitung vong existiert und ist stetig auf[a,b]. Hierbei
wird die Ableitung in den Randpunkten jeweils einseitig gebildet. Zeigen Sie:

(i) [Varg]ba =
Z b

a
|g′(t)| dt

(ii)
Z b

a
f (t) dg(t) =

Z b

a
f (t)g′(t) dt

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Beweisen Sie mit Hilfe des Permanenzsatzes von Toeplitz die folgende Aussage (die bereits aus der
Analysis I bekannt sein sollte): Für eine komplexe Folge(zn)n≥1 sei (σn)n≥1 definiert durchσn :=
1
n ∑n

k=1zk. Konvergiert(zn)n≥1 gegenz∈ C, so konvergiert auch(σn)n≥1 gegenz.

Bemerkung: (σn)n≥1 ist die Folge der (ersten)Cesaro–Mittel oder(C,1)–Mittel der Folge(zn)n≥1.


