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2. Ubung zur Funktionalanalysis
Abgabe: Montag, 27. Oktober 2003 vor der Ubung

Aufgabe 1 (8 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Vervollstandigung eines metrischen Raums bis auf Isometrie eindeutig ist. Sind
also(X, p) ein metrischer Raum unek, p) sowie(X, p) Vervollstandigungen votX, p), so sind(X, p)

und (X, p) isometrisch.

Aufgabe 2 (16+5+5+ 3+ 3 Punkte)
Beweisen Sie die folgende Version von Satz 1.9 der Vorlesung:
Seien(X,p) ein metrischer Raum undl C X.

a) Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

(i) Aist kompakt.

(i) Jede unendliche Teilmenge vArbesitzt mindestens einen HaufungspunkAiMan nenniA
dann auctBolzano—\Weierstrali—kompakt

(iif) Jede unendliche Folge von Elementen Aesthalt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert
in A. Die MengeA heil3t dann aucfolgenkompakt.

(iv) Der metrische RaumA,p) ist vollstandig undA ist total beschrénkt. Dabei heit total
beschrankt, falls zu jederne > 0 eine endliche MengB; C A existiert mit

Ac | s(f).
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(v) Jede Familief = {Aq; a €1} vonin(A,p) abgeschlossenen Menggn C A, die die endliche
Durchschnittseigenschaft besitzt, erftllt
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Dabei besitztF die endliche Durchschnittseigenschaftwenn fur jede endliche Teilmenge
E C | stets g Aa # 0 gilt.

b) Ist Akompakt, dann is@ auch abgeschlossen und beschrankt.
c) Mit Aist auch jede abgeschlossene TeilmengeA@ompakt.

d) Es seienX,px) und(Y,py) metrische Raumel, : X — Y stetig sowieA C X kompakt. Dann ist
T(A) kompakt inY.

e) Zu jeder stetigen Abbildun@ von einem metrischen RaufX, px) nach(R, pnay und jeder kom-
pakten Mengé\ C X existieren Elementé, g € A mit

T(f)=supT(h), T(g) = inf T(h).
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