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2. Skript zur Funktionalanalysis

Definition 8 Seien〈X,ρX〉 und〈Y,ρY〉 zwei metrische Räume (identisch oder verschieden).T :
X→Y heißt eineAbbildung (Transformation , Operator) von X in Y, falls durchT( f ) = T f =
g eine Vorschrift gegeben ist, die jedemf ∈ X genau ein Elementg∈ Y zuordnet.X heißt der
Definitionsbereich vonT, undg heißt derWert von T an der Stelle f . Für A⊂ X heißt die
Menge

T(A) = {g∈Y; g = T f, f ∈ A}

dasBild von A unter der Abbildung T. Die MengeT(X) ⊂Y heißt derWertebereich vonT.
Ist B⊂Y, so heißt

T−1(B) = { f ∈ X; T f ∈ B}

dasUrbild von B unter der Abbildung T.

Definition 9 Seien〈X,ρX〉 und〈Y,ρY〉 zwei metrische Räume. Eine AbbildungT : X →Y heißt
eineAbbildung von X auf Y odersurjektiv , fallsT(X) =Y gilt, also zu jedemg∈Y mindestens
ein Elementf ∈ X existiert mitT f = g. Eine AbbildungT : X → Y heißteineindeutig oder
injektiv , falls für alle f1, f2 ∈ X mit f1 6= f2 stetsT f1 6= T f2 gilt, also ausT f1 = T f2 stets
f1 = f2 folgt. Eine eineindeutige Abbildung vonX aufY heißtbijektiv .

Bemerkung: Man beachte den Unterschied zwischen einer Abbildung vonX in Y und vonX auf
Y. Offensichtlich ist jede Abbildung aufY auch eine Abbildung inY, aber nicht umgekehrt.

Satz 4 Seien〈X,ρX〉 und〈Y,ρY〉 zwei metrische Räume und T: X →Y eine Abbildung. Weiter
seien A,A1,A2 ⊂ X und B,B1,B2 ⊂Y beliebig. Dann gilt:

a) (i) Aus A1 ⊂ A2 folgt T(A1)⊂ T(A2).

(ii) Es gilt T(A1∪A2) = T(A1)∪T(A2).

(iii) Es gilt T(A1∩A2)⊂ T(A1)∩T(A2) (vgl. c)(iii)).

(iv) Es gilt T(A1\A2)⊃ T(A1)\T(A2) (vgl. c)(iii)).

(v) Es gilt T(A) = /0 genau dann, wenn A= /0.

(vi) T ist surjektiv genau dann, wenn T({XA)⊃ {Y(T(A)) für alle A⊂ X gilt.

b) (i) Aus B1 ⊂ B2 folgt T−1(B1)⊂ T−1(B2).

(ii) Es gilt T−1(B1∪B2) = T−1(B1)∪T−1(B2).

(iii) Es gilt T−1(B1∩B2) = T−1(B1)∩T−1(B2).

(iv) Es gilt T−1(B2\B1) = T−1(B2)\T−1(B1).
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(v) Es gilt T−1({YB) = {X(T−1(B)).

(vi) Es gilt T−1(B) = /0 genau dann, wenn B∩T(X) = /0.

c) (i) Es gilt T(T−1(B)) = B∩T(X).

(ii) Es gilt T−1(T(A))⊃ A (vgl. c)(iii)).

(iii) Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

a) T ist injektiv.

b) Es gilt T−1(T(A)) = A für alle A⊂ X.

c) Es gilt T(A1∩A2) = T(A1)∩T(A2) für alle A1,A2 ⊂ X.

d) Es gilt T(A1\A2) = T(A1)\T(A2) für alle A1,A2 ⊂ X.

(iv) T ist surjektiv genau dann, wenn T(T−1(B)) = B für alle B⊂Y gilt.

Bemerkung: In a)(iii) gilt i. A. nicht die Gleichheit! Man betrachte dazuX = Y = R mit ρX =
ρY = ρnat und die Abbildung

T f =


f , −∞< f ≤ 1

1, 1 < f ≤ 2

3− f , 2 < f <∞.
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Setzt man jetztA1 = [0,2] undA2 = [1,3], dann giltT(A1) = T(A2) = [0,1] = T(A1)∩T(A2),
A1∩A2 = [1,2] sowieT(A1∩A2) = {1}. Also erhält manT(A1∩A2) = {1}$ [0,1] = T(A1)∩
T(A2).

Definition 10 Seien〈X,ρX〉 und〈Y,ρY〉 zwei metrische Räume. IstT : X →Y bijektiv, so ist die
Umkehrabbildung T−1 definiert als die AbbildungT−1 : Y → X, für dieT−1(T f) = f für alle
f ∈ X gilt.

Bemerkung: Offensichtlich stelltT−1 : Y→X eine Abbildung dar, da aufgrund der Surjektivität
vonT zu jedemg∈Y mindestens einf ∈X existiert mitT f = g und aufgrund der Injektivität von
T zu jedemg∈ X höchstens einf ∈ X existiert mitT f = g. Im Übrigen beachte man stets den
Unterschied zwischen der UmkehrabbildungT−1 und dem UrbildT−1(B) einer MengeB⊂Y.
Es gelten die folgenden Eigenschaften:

(i) Es giltT(T−1g) = g für alleg∈Y.

(ii) Ist T : X →Y bijektiv, dann istT−1 : Y → X ebenfalls bijektiv, und es gilt(T−1)−1 = T.



Definition 11 Seien〈X,ρX〉 und 〈Y,ρY〉 zwei metrische Räume sowieT : X → Y eine Abbil-
dung.

a) T heißtstetig in f0 für f0 ∈ X, falls zu jedemε > 0 einδ = δ(ε, f0) > 0 existiert, so dass für
alle f ∈ X mit ρX( f0, f ) < δ stetsρY(T f0,T f) < ε gilt.

b) T heißtstetig auf X, falls T in jedem Punkt vonX stetig ist.T heißtgleichmäßig stetig auf
X, wenn zu jedemε > 0 einδ = δ(ε) existiert, so dass für allef1, f2 ∈ X mit ρX( f1, f2) < δ
stetsρY(T f1,T f2) < ε gilt.

Satz 5 Sei T: X →Y eine Abbildung.

a) Sei f0 ∈ X fest. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) T ist stetig in f0.

(ii) Zu jeder offenen Umgebung V von T f0 in Y existiert eine offene Umgebung U von f0 in
X mit T(U)⊂V.

(iii) Ist V eine offene Umgebung von T f0 in Y , dann enthält T−1(V) stets eine offene Umge-
bung von f0 in X.

(iv) Für jede Folge( fk)k∈N ⊂X mit lim
k→∞

fk = f0 gilt lim
k→∞

T fk = T f0 (Übertragungsprinzip).

b) Folgende Aussagen sind äquivalent:

(i) T ist stetig auf X.

(ii) Für jede offene Menge B in Y ist T−1(B) offen in X.

(iii) Für jede abgeschlossene Menge B in Y ist T−1(B) abgeschlossen in X.

(iv) Für alle A⊂ X gilt T(A)⊂ T(A).

Definition 12 Seien〈X,ρX〉 und〈Y,ρY〉 zwei metrische Räume. Eine AbbildungT : X→Y heißt
isometrischoderIsometrie, falls

ρX( f1, f2) = ρY(T f1,T f2) für alle f1, f2 ∈ X.

Die RäumeX undY heißenisometrisch, falls eine Isometrie vonX aufY existiert.

Bemerkung: Jede IsometrieT : X → Y ist injektiv. Gilt nämlichT( f1) = T( f2) für zwei Ele-
mente f1, f2 ∈ X, dann folgtρY(T f1,T f2) = 0 und somitρX( f1, f2) = 0. Also ist f1 = f2 und
damitT injektiv.

Definition 13 Seien〈X,ρX〉 und〈Y,ρY〉 zwei metrische Räume. Eine bijektive AbbildungT von
X aufY heißt einHomöomorphismus, falls T undT−1 beide stetig sind. Die RäumeX undY
heißenhomöomorph, falls ein Homöomorphismus vonX aufY existiert.

Offensichtlich ist mitT auchT−1 ein Homöomorphismus (vonY auf X). Außerdem ist jede
surjektive Isometrie ein Homöomorphismus.



Definition 14 Seien〈X,ρ〉 ein metrischer Raum undA⊂ X. A heißtdicht in X, falls A = X gilt.

Bemerkung: Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) A ist dicht inX.

(ii) Zu jedemε > 0 und jedemf ∈ X existiert eing∈ A mit ρ( f ,g) < ε.

(iii) Jedesf ∈ X ist Häufungspunkt vonA oder gehört zuA (oder beides).


