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2. Skript zur Funktionalanalysis

Definition 8 Seien(X,px) und(Y,py) zwei metrische RAume (identisch oder verschiedEn).
X —Y heil3t einéAbbildung (Transformation, Operator) von X in Y, falls durchT (f) =T f =
g eine Vorschrift gegeben ist, die jedeine X genau ein Elemerg € Y zuordnetX heil3t der
Definitionsbereich vonT, und g heil3t derWert von T an der Stelle f. Fir A C X heil3t die
Menge

TA)={geY;g=Tf, f €A}

dasBild von A unter der Abbildung T. Die MengeT (X) C Y heil3t defWertebereich vonT.
IstB CY, so heil3t
T 1B)={feX;, TfeB}

dasUrbild von B unter der Abbildung T.

Definition 9 Seien(X,px) und(Y, py) zwei metrische Raume. Eine Abbildufig X — Y heif3t
eineAbbildung von X aufY odersurjektiv, falls T (X) =Y gilt, also zu jedeng € Y mindestens
ein Elementf € X existiert mitT f = g. Eine AbbildungT : X — Y heil3teineindeutig oder
injektiv, falls fur alle f1, f, € X mit f; # f, stetsT f; # T fp gilt, also ausT f; = T f, stets
f1 = f, folgt. Eine eineindeutige Abbildung vox aufY heil3tbijektiv .

Bemerkung: Man beachte den Unterschied zwischen einer Abbildung&omY und vonX auf
Y. Offensichtlich ist jede Abbildung af auch eine Abbildung ilY, aber nicht umgekehrt.

Satz 4 Seien(X,px) und (Y, py) zwei metrische Rdume und: K — Y eine Abbildung. Weiter
seien AA1,A> C X und BB1,B; C Y beliebig. Dann gilt:
a) (i) Aus A C Axfolgt T(A1) C T(A2).

(i) Esgilt T(ALUA) = T(A) UT(Ag).

(i) Esgilt T(A1NA2) C T(A1)NT(A2) (vgl. c)(iii)).

(iv) Esqilt T(A1\ A2) D T(A1) \ T(A2) (vgl. c)(iii)).

(v) Esgilt T(A) = 0 genau dann, wenn A 0.

(vi) T ist surjektiv genau dann, wenr(0xA) > Cy(T(A)) fur alle AC X gilt.

b) (i) AusB C B, folgt T1(By) c T~1(By).
(i) Esgilt T"1(BiuUBy) =T 1(B)UT1(By).
(i) Esgilt T"1(BiNBy) =T 1(B1)NnTL(By).
(iv) Esgilt T"1(By\By) = T71(By) \ T 1(By).
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(v) Esgilt T-1(CyB) = Cx(T~1(B)).
(vi) Es gilt T-1(B) = 0 genau dann, wenn BT (X) = 0.

c) (i) Esqilt T(T~B)) =BNT(X).

(i) Esgilt T"(T(A)) D A (vgl. c)(iii)).

(i) Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
a) T istinjektiv.
b) Es gilt T"1(T(A)) = Afiir alle AC X.
c) Esqilt T(A1NA2) =T (A1) NT(Ay) fur alle Ag,Ax C X.
d) Esgilt T(A1\ A2) =T (A1) \ T(Ap) fur alle Ay, Ay C X.

(iv) T ist surjektiv genau dann, wenn(T-%(B)) =B fur alle BC Y gilt.

Bemerkung: In a)(iii) gilt i. A. nicht die Gleichheit! Man betrachte da20=Y = R mit px =
Py = Pnatund die Abbildung

f, —o< <1 14
Tf={1 1<f<2 \
3—f, 2<f<OO 1 1

Setzt man jetzA; = [0,2] und Az = [1,3], dann giltT (A1) = T(A2) = [0,1] = T(A1) N T (A2),
A1NAz = [1,2] sowieT (AL NAz) = {1}. Also erhalt marT (A;NAz) = {1} S [0,1] = T(A7) N
T(A2).

Definition 10 Seien(X, px) und(Y,py) zwei metrische Raume. I$t: X — Y bijektiv, so ist die
Umkehrabbildung T~ definiert als die Abbildund —*:Y — X, fur die T (T f) = f fiir alle
f e X gilt.

Bemerkung: Offensichtlich stellfT ~1: Y — X eine Abbildung dar, da aufgrund der Surjektivitat
vonT zu jedeng €Y mindestens eiri € X existiert mitT f = gund aufgrund der Injektivitat von
T zu jedemg € X hochstens eirf € X existiert mitT f = g. Im Ubrigen beachte man stets den
Unterschied zwischen der Umkehrabbilduhg! und dem UrbildT —%(B) einer MengeB C .

Es gelten die folgenden Eigenschaften:

(i) EsqiltT(T 1g)=gfirallegey.
(i) IstT : X — Y bijektiv, dann isfT~1:Y — X ebenfalls bijektiv, und es gilfT 1)1 =T.



Definition 11 Seien(X,px) und (Y, py) zwei metrische Rdume sowie: X — Y eine Abbil-
dung.

a) T heiltstetig in fo fir fp € X, falls zu jedent > 0 eind = 3(¢, fp) > O existiert, so dass fur
alle f € X mit px(fo, f) < d stetspy (T fo, T ) < € qilt.

b) T heildtstetig auf X, falls T in jedem Punkt voiX stetig ist.T heil3tgleichméanRig stetig auf
X, wenn zu jedeng > 0 eind = &(¢) existiert, so dass fur allé, f, € X mit px(fq, f2) < d
stetspy (T f1, T f2) < € gilt.

Satz 5 Sei T: X — Y eine Abbildung.
a) Sei p € X fest. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

(i) T iststetigin §.

(i) Zu jeder offenen Umgebung V vonglirf Y existiert eine offene Umgebung U venrf
XmitT(U) CV.

(iii) stV eine offene Umgebung vongliri Y, dann enthalt T1(V) stets eine offene Umge-
bung von §in X.

(iv) Furjede Folge( fx)keny € X mitklim fk= foqilt I(Iim T fiy = T fo (Ubertragungsprinzip).

b) Folgende Aussagen sind aquivalent:

(i) T iststetig auf X.
(i) Fur jede offene Menge B inY ist#(B) offen in X.
(iii) Fur jede abgeschlossene Menge B inY ist{B) abgeschlossen in X.

(iv) Furalle AC X gilt T(A) C T(A).

Definition 12 Seien(X, px) und(Y,py) zwei metrische Rdume. Eine Abbilduiig X — Y heif3t
isometrischoderlsometrie, falls

px(fl, fz) = py(T fl,T fz) far alle fj_, f2 e X.

Die RaumeX undY heiRenisometrisch, falls eine Isometrie voiX aufY existiert.

Bemerkung: Jede Isometrid : X — Y ist injektiv. Gilt namlichT (f1) = T(f2) fur zwei Ele-
mentefy, fo € X, dann folgtpy (T f1, T f2) = 0 und somitpx(f1, f2) = 0. Also ist f; = f, und
damitT injektiv.

Definition 13 Seien(X, px) und(Y, py) zwei metrische Rdume. Eine bijektive Abbildufigyon
X aufY heit einHomoéomorphismus falls T und T~ beide stetig sind. Die Raumé undY
heiRerhomodomorph, falls ein Homdéomorphismus vox aufY existiert.

Offensichtlich ist mitT auchT~! ein Homdomorphismus (voX auf X). AuRerdem ist jede
surjektive Isometrie ein Homéomorphismus.



Definition 14 Seien(X,p) ein metrischer Raum undlC X. A heitdicht in X, falls A = X gilt.

Bemerkung: Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
(i) AistdichtinX.
(i) Zu jedeme > 0 und jedemf € X existiert eing € Amit p(f,g) < €.

(i) Jedesf € X ist Haufungspunkt voi oder gehdort zA (oder beides).



