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1. Skript zur Funktionalanalysis

Definition 2 Seien(X,p) ein metrischer Raum unf} € X. Firr > 0 heif3t

S(fo) ={g€ X;p(fo,9) <r}

die offene Kugelmit Mittelpunkt fo und Radiug. Die Menge

S(fo) ={g€ X; p(fo,9) <r}
heil3t dieabgeschlossene Kugeim fo mit Radiusr.
Beispiele:
a) FurX =R undp = pnatist S (fo) = (fo—r, fo+r) ein offenes Intervall.

b) FirX =R"mitne N undp = p> gilt (vgl. Beispiel b) nach Definition 1):

1/2
_ n. A _ 2 foz(fla"'7fﬂ)t
S(fo) = {QGR , {k;(fk Ok) } <r} (g:(gl,...,gn)t>
= U, (fo) (offener-Kugel um fp)

Definition 3 Seien(X,p) ein metrischer Raum undl C X.

(i) Ein Elementfy € A heiRtinnerer Punkt von A, falls einr > 0 existiert mitS (fo) C A. Die
Menge intA (interior) aller inneren Punkte vol heil3tdas Innerevon A.

(i) Die MengeA heildtoffen, wenn jeder Punkt voA ein innerer Punkt vor ist.

(iii) Eineoffene Umgebungeines Punktedy € X ist eine beliebige offene Mengg( fo) C X,
die fg enthalt.

Definition 4 Seien(X,p) ein metrischer Raum undl C X.

() Ein Punktfg heil3t einHaufungspunkt von A, falls in jeder offenen Umgebung vofy
mindestens ein Punkt addliegt, der vonfg verschieden ist.

(i) Die MengeA’ aller Haufungspunkte voA heil3t diederivierte Menge von A.

(i) Die Menge A heiRabgeschlossenvenn sie keinen Haufungspunkt besitzt, der aul3erhalb
vonA liegt, also weny' C A gilt.
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(iv) Die MengeA := clA:= AUA’ (closure) heiRt diedbschlieRung oder abgeschlossene
Hulle von A.

Regeln Die leere Menge ist sowohl offen als auch abgeschlossen. Au3erdem ist fir jede Menge

A C X deren Abschlusa stets abgeschlossen, und es g = A, AC A sowieAUB=AUB
far alleB C X.

Satz 1 Sei(X, p) ein metrischer Raum.

a) Sei AC X. Dann gilt:
Ist A offen, dann ist das KomplemdigtA = X \ A abgeschlossen;
Ist A abgeschlossen, dann ist das KomplerBg#at offen.

b) Der Durchschnitt vorbeliebigvielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
Die Vereinigung vorendlichvielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

c) Die Vereinigung voribeliebigvielen offenen Mengen ist offen.
Der Durchschnitt vorendlichvielen offenen Mengen ist offen.

Beweis Analog zu Analysis I; fir b) und c) vgl. Zaanen (1960), S. 9.

Bemerkung: Die jeweils zweiten Aussagen unter b) und c) kdnnen nicht auf unendlich vie-
le Mengen ausgedehnt werden. Betrachtet man namlich im RBupyay) fur b) die Mengen

Ac=[-1+ Wlli 1-— Fll] fur k € N, dann sind alle?x abgeschlossen, aber deren Vereinigung
U1 Ak = (—1,1) ist offen und nicht abgeschlossen. Fir c) wahlt man die Meﬁgeﬂ(—%, %)

mit k € N. Dann sind alleBy offen, aber ihr Durchschniff);” , Bx = {0} ist abgeschlossen und

nicht offen. Die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen und der Durchschnitt un-
endlich vieler offener Mengen kann abgeschlossen, offen oder weder abgeschlossen noch offen
sein.

Definition 5 Seien(X,p) ein metrischer Raum undfy }°, eine Folge von Elementefy € X.

(i) Die Folge heiRkonvergent in X gegen einen Grenzwertfp mit fo € X, falls zu jeder
offenen Umgebungy (fo) eine natirliche ZahN = N(fp,U) existiert, so das$, € U (fo)
fur allek > N gilt.

Schreibweise: limfi = fo oderfi — fo  (k— oc) oderfy & fo  (k— o0).

(i) Die Folge heilt ein€auchy-Folge inX, falls zu jederme > 0 einN = N(¢g) existiert, so
dassp(fy, fn) < € fur allek,n > N gilt.

Bemerkung: Es gilt limy_,, fx = fo genau dann, wenn zu jedeam> 0 einN = N(¢g) existiert,
so dasp( f, fo) < € fur allek > N gilt.



Satz 2 Sei(X,p) ein metrischer Raum.
a) Gilt kIim fx = fo im Sinne von Definitioﬂ 5(i), dann ist der Grenzweyeindeutig bestimmt.
—00

b) Eine Menge AC X ist genau dann abgeschlossen, wenn aus A fur alle ke N und
lim f, = fg € X stets § € A folgt.

k—o0

c) Ein Element ¢ € X ist ein Haufungspunkt von & X genau dann, wenn eine Folgd}°;
von paarweise verschiedenen Punkten aus A existie{(timitfk = fo.

d) Ist {fi}r2, eine Cauchy-Folge und existiert eine Teilfolge, die in X gegen einen Grenzwert
fo € X konvergiert, so konvergiert audHy} .2, gegen §.

e) Ist { i}, eine konvergente Folge in X, so ist sie auch eine Cauchy-Folge.
f) Esgilt|p(f,h) —p(g,h)| < p(f,g) furalle f,g,h e X.
0) Ausklim fx = fo und kIim Ok = go Mit fy, 0k, fo,go € X fir alle ke N folgt I(Iim p(fx,0k) =
P(fo,90)-
h) Sind {fi} 2, {9}, zwei Cauchy-Folgen in X, dann igp( fx, k) }°; eine Cauchy-Folge
in (R, Pnat)-
Beweis-Skizze
a) Folgt Giber einen indirekten Beweis unmittelbar aus Definjtjon 5.
b) Vgl. z. B. Taylor (1963), S. 69, Thm. 2.4-A.
c), d), e) Der Beweis lauft analog zu den AussageR {Analysis I).
f) Aus
p(f,h) <p(f,g)+p(g,h) und  p(gh) <p(g,f)+p(fh)
folgt sofort
p(f,9) = p(f,h) —p(g,h) > —p(f,9).

g) Durch zweimalige Anwendung der Dreiecks-Ungleichung erhalt man

P(fk,9k) < P(fk, fo) +p(fo,do) +P(Gk, o),

p(f0790) < p<f07 fk) + p(fk7gk) + p(Qk?QO)'
Daraus folgt sofort

P(fk. 9) — P(fo,90) < p(fk, fo) +P(Gk, o),

P(fo,90) — P(fk, %) < P(fk, fo) +P(Tk, o)-

Insgesamt hat man somi( fx, ) — p(fo,9o)| < p(fk, fo) +P(gk,go) =0 (k— 00).
h) Unter Verwendung von Teil f) erhalt man

[p(fik, G) — P(fn, n)| < [P(Fi, Gk) — P(Tk: fn)[ +[P(Fk: Fn) — P(fn, Gn)]
S p(fka fn) + p(gkvgn)7
woraus sofort die Behauptung folgt.



