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8. Ubung zur Fourier-Analysis I
(Abgabe: 12.12.2003 vor der Ubung)

Aufgabe 1: Losen Sie die folgenden linearen Differentialgleichungen mit Hilfe der
Fourier- Analysis:

a) y'(x) + 2y(x) = cos2x,
b) y"(x) +y'(z) +y =sin3z + cosx .

Hinweis: Bilden Sie unter der Annahme der Existenz einer Losung y die Fourier-
Koeffizienten beider Seiten der Dgl; so erhalten Sie fiir jedes &k € Z eine Gleichung
fiir y~ (k). Wenden Sie nach dem Losen dieser Gleichungen die Umkehrtransformation
an und verifizieren Sie das Ergebnis.

Aufgabe 2: Sei Xy, einer der Rdume Cy, oder LF 1 < p < oo, und {x,},eca €in
positiver Kern. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

a) lim ||Ipf - f||X27T =0 (f € X27r)a
p—po

b) lim ||I,(cosu; ) —cos(:)|x,, = lim |[I,(sinw; ) —sin(- )| x,, =0,
p—p0 p—p0

c) lim x,"(1) =1,
p—po

d) lim I,(sin® = ;0) =0,

p—p0 2
e) ph—g)lo Xp(u)du =0 0<d<m).
0<|u|<

Definition: Sei H ein Hilbert-Raum. FEine Folge (gr)ren C H heifit Frame, falls
Konstanten A > 0 und B < oo existieren mit

ANFIP <Y 1(fan) P<BIFIP  (FeH).

keN

Die zugehérige Transformation F von H in den Hilbert-Raum 1* = 1*(N), definiert
durch (Ff)r = (f,gx) fir k € N, f € H, heiffit Frame-Operator.



Aufgabe 3: Sei H ein Hilbert-Raum und (gx)gen ein Frame in H mit Konstanten
A < B und Frame-Operator F'. Beweisen Sie:

a) F ist linear und beschrinkt, d.h. F' € [H,[?].

b) Ist F* der zu F duale Operator, dann gilt:
Y1) P=IFflE = (FFff)  (feH).
keN
Hinweis: Verwenden Sie, dass der duale Operator F* : [> — H von F linear,
beschriinkt und durch (F*c, f) := (¢, F f)p fiir ¢ € I, f € H wohldefiniert ist.
c) Die Folge (g1 )reny mit gy := (F*F)~tg, fiir k € N ist ein Frame mit
BAP <D 1) P < AT (feH).
keN
Hinweis: Benutzen Sie, dass der inverse Operator S~ € [H] von S := F*F fiir

jedes f € H den Ungleichungen B~ ||f]|> < (S7'f, f) < A7!||f||* geniigt.

d) Jedes f € H ist entwickelbar in seine Frame-Reihe vermoge

F=Y"(fo) Ge=>_ (f 3 g

keN keN

Aufgabe 4: Zeigen Sie, dass zwischen den LP(R)-R&umen keine Inklusionen beste-
hen, d.h., fiir 1 < p,q < oo mit p # ¢ gilt

[P(R) ¢ LY(R) und LYR) ¢ LP(R).

Aufgabe 5: Zeigen Sie, dass die Funktion

x/e, 0<z<e
flz):=< 1/logx, x>e
—f(—=z), =<0

zwar zu Co(R) gehért, aber nicht Fourier-Transformierte einer L' (R)-Funktion ist (vgl.
Sie auch mit Ubung 2, Aufgabe 3).
Hinweis: Lit. A II 1 (Goldberg), p.8

Aufgabe 6:

a) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte der charakteristischen Funktion
k: R" — R mit
' 1, a<z<b
o) (7) = 0, sonst
fiir a < b. Dabei bedeutet a < b fir a := (ay,...,a,), b := (b1,...,b,) € R", dass
a; < b; firt=1,...,n ist.

b) Folgern Sie, dass es Funktionen f € L'(R) gibt mit f~ ¢ L'(R).
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