LEHRSTUHL A FUR MATHEMATIK Aachen, den 21.11.2003
Prof. Dr. R. L. Stens, Tel.: 80-94532
Dipl.-Math. A. Haf}; Tel.: 80-94317

6. Ubung zur Fourier-Analysis I
(Abgabe: 28.11.2003 vor der Ubung)

Aufgabe 1: Sei Xy, einer der Riume Cy, oder L}

or, 1 < p < oo. Fiir eine approxi-
mierende Identitét {x,},ca gelte zusitzlich

lim [ sup |Xp(u)\] =0.
P=PO | §<|ul<m
Zeigen Sie fir f € Xo:

a) In jedem Stetigkeitspunkt zy von f gilt [}Lr;lo I,(f;20) = f(xo).

b) Falls f stetig auf (a —n,b+n) fiir ein n > 0 ist (a < b), dann gilt lim I,(f;z) =
p—p0

f(z) gleichméBig in [a, b].
c¢) Falls {x,},ea zusétzlich gerade ist und hl_i)r&[f(xo +h)+ f(xg— h)] = 2c fiir ein
xo € R existiert, dann folgt lim I,(f;x) = c.
p—po

Aufgabe 2: Beweisen Sie folgende Aussagen fiir r, s € Ny:

a) Seien f € C{” und g € LL_. Dann ist fxg € C{” und (f x¢)(z) = (f©) % g)(z)
fiir alle z € R.

b) Fiir eine approximierende Identitét {x,},ca und f € C'é:r) gilt (simultane Ap-
proximation)

Tim [[(7,/) = fOle, =0 (0<k<7).

c) Ist f e (L5 )" so folgt f' € (L5 )"V wobei (L5 )© = L} .

d) Fiir 1 < p,q < oo mit 1/p+1/p' = 1 seien f € (L2)®) und g € (L5.)®. Dann
folgt fx g€ CY und (f * g)T+9)(x) = (@ % ¢)(2) fiir alle € R.

s



Aufgabe 3: Zeigen Sie:

a) Ist f € AC[a,b], so existiert fiir alle & > 0 ein § > 0 derart, dass fiir jede Wahl
von disjunkten Teilintervallen [a;, b;] C [a,b], i € I C N, gilt:

Z(bi_ai)<5 = Z |f(bi) — flai)] <e.

iel i€l

Hinweis: Verwenden Sie die absolute Stetigkeit des Lebesgue-Integrals (vgl. Lit.
B I 1 (Hewitt-Stromberg), p.286).

b) Fir b —a < oo gilt:
AC[a,b] C BV|a,b].

Definition: Sei f € L | 1 <p < oo. Falls ein g € LY existiert, so dass

flx+h) = fx)
h

lim

:O’
h—0

p
L27r

—g(z)

so heifit g die starke Ableitung D!f von f. Héhere starke Ableitungen DT f werden
iterativ definiert iber DI f := DY(DTf).

Aufgabe 4: Zeigen Sie fiir r € Ny:

a) Ist f € (L5 )", 1 < p < oo, dann existiert die r-te starke Ableitung (in L5_) von
£ mit Drf = £,

b) Ist f € (L5 )", 1 <p<oo,und g € L}, dann ist die Faltung f * g r-fach stark

27

differenzierbar mit (D% f)* g = D%(f * g).

Hinweis: Lit. B VIII 3 (Butzer-Nessel), p.34



