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5. Ubung zur Fourier-Analysis I

(Abgabe: 21.11.2003 vor der Ubung)

Aufgabe 1: Es sei f gegeben durch f(x) := (27 — x), 0 < 2 < 27 und 27-periodisch fortgesetzt.
Zeigen Sie mittels Folgerung 2.32, dass
lim Sn(f30) = £(0),

m—00

und folgern Sie hieraus
2

> 1 T

Aufgabe 2: Beweisen Sie:

a) Ist f € L1 mit _ »
/ U.J(t,f;L%ﬂ,)— < o0,
0 t
dann gilt:
lim Sp,(f;2) = f(z) f.i.

m—00

Hinweis: Benutzen Sie das Dini-Kriterium fiir 6 = .

(2] [#]

b) Ist f € Lip(a; L3,) fiir ein o > 0, dann gilt (vgl. Folgerung 2.32): lim S,.(f;z) = f(z) f.ii.

Aufgabe 3: Beweisen Sie das Gibbs-Phinomen: Fiir den Bernoulli-Spline f; aus Ubung 1, Auf-
gabe 5b) und z,, := T, m € N gilt:

T sint

™
lim Sm(fg;wm)—fg(wm):/ —dt—=>0.

0

Aufgabe 4: Die de La Vallée Poussin-Summen (de La Vallée Poussin: 1866-1962) einer Funktion
f € L3 sind definiert durch das singulére Integral

Vil fi) = 5= [ @ wompluddu (0 <m<pen)

mit Kern 1
I m
m = 7F _—_
Umpe(®) w+1l—m u(1) w+1—m

wobei Fy, der Fejér-Kern ist und F_; := 0 gesetzt wird.

Fr—1(u),

a) Bestimmen Sie die Faktoren Oy, , in der Darstellung

m
Umu() = D Orm ™.

k=—p



b) Zeigen Sie fiir festes j € No: [[Vu—jullizy ) # O(1) (1 — 00).

Hinweis: Sei A eine komplexe, unendlich dimensionale Dreiecksmatrix, d.h. A := (Mg )k men,
mit A\, € C, wobei A\, := 0 fiir m < k ist. Fiir f € L1 sei A, f := f * Xm, m € Np, mit

m

Xm(-r) = Z )\|k|7meikm

k=—m

Fiir Xo, = Oy, oder L3 gilt die Ungleichung von Hardy-Littlewood-Sidon, d.h. es exi-
stiert eine Konstante M > 0 mit

ISR TA] g S
1A lx Zm—i—l—kz (m e N)

Aufgabe 5: Fiir eine reellwertige Funktion f € L1 und ¢ € R sei F.( f f{t)dt. Zeigen Sie

mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass ein ¢y € R existiert, so das f_w F. (x )dx =0.

Aufgabe 6: Die Euler-Splines ¢, ., sind fiir n,m € Nund v, = (1 — (=1)™)4- durch
¢
©n,0(t) := sgn(sinnt), On,m(t) == / ©n,m—1(u) du

definiert (vgl. Ubung 1, Aufgabe 5a)). Zeigen Sie, dass die Euler-Splines 2m-periodische Funktionen
sind und die folgenden Entwicklungen gelten

sin [(2v + 1)nt — T2 ]
nm(t) = N).
on, Tnm Z (2v 4 1)m+1 (m €N)
Hinweis: Benutzen Sie Satz 2.74 der Vorlesung. @
Aufgabe 7: Zeigen Sie als Anwendung von Aufgabe 6:
oo 2 o0 1 4

1 T T
2 GmTIET ErESTiTE 0

v=0 v=0

Aufgabe 8: Sei Y aj mit ar € C eine unendliche Reihe, und seien s, := > k| <m Ok, M€ Ny, ihre
symmetrischen Partialsummen. Man zeige: -

a) Ist die Reihe (symmetrisch) konvergent gegen a, d.h. lim,, .o $m = a, dann ist sie auch (C,1)-

summierbar gegen a. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.
. So+Ss1+...+ 5
b) Es gilt: = Np) .
) Esgi | z_:( n+1) ar (n € No)
Folgern Sie hieraus, dass die Fourier-Reihe einer Funktion f € Cs; in einem Punkt zy € R
entweder divergiert oder gegen f(zo) konvergiert.

c¢) Ist die Reihe (C,1)-summierbar gegen a und gilt limy_, 1o kar = 0, dann ist die Reihe auch

(=]

(symmetrisch) konvergent gegen a.



