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Aufgabe 1:

a) Zeigen Sie mit Hilfe der Parseval-Gleichung

∫

∞

−∞

sin2 u

u2
du = π und

∫

∞

−∞

sin4 u

u4
du =

2π

3
.

Hinweis: Untersuchen Sie die Funktion κ[−1,1] und den Cesàro-Faktor ΘC . 4

b) Sei f(x) ∈ L1(R) so gewählt, dass f(x)/x ∈ L1(R). Zeigen Sie

[f(u)/u] ˆ(v) = i

∫

∞

v

fˆ(u)du .
4

Definition: Für ν ∈ R, ν > −1/2, ist die ν-te Bessel-Funktion Jν definiert durch

Jν(t) :=
(t/2)ν

Γ
(

ν + 1
2

)

Γ
(

1
2

)

∫ π

0

e−it cos Θ(sin Θ)2νdΘ .

Aufgabe 2: Zeigen Sie die verschiedenen Darstellungen für Jν(t):

a) Jν(t) =
(t/2)ν

Γ
(

ν + 1
2

)

Γ
(

1
2

)

∫ 1

−1

eits(1 − s2)(2ν−1)/2 ds , 2

b) Jν(t) =
(t/2)ν

Γ
(

ν + 1
2

)

Γ
(

1
2

)2

∫ 1

0

cos (ts)(1 − s2)(2ν−1)/2 ds , 2

c) Jν(t) =

∞
∑

j=0

(−1)j (t/2)ν+2j

j! Γ(j + ν + 1)
6

Hinweis: Darstellung c) ergibt sich aus b) unter Zuhilfenahme der Potenzreihendarstel-
lung des cos und der Identität

Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
=

∫ 1

0

ux−1(1 − u)y−1 du .



Aufgabe 3: Für µ > −1/2, ν > −1 und t > 0 gilt

Jµ+ν+1(t) =
tν+1

2ν Γ(ν + 1)

∫ 1

0

Jµ(ts)sµ+1
(

1 − s2
)ν

ds .

Hinweis: Lit. A II 7 (Stein–Weiss), p.171 6

Aufgabe 4: Sei f : R
n → R eine radiale Funktion mit f(x) = F (|x|), F : [0,∞) → R

und f ∈ L1(Rn). Zeigen Sie: Für die Fourier-Transformierte von f gilt fˆ(v) = F0(|v|),
wobei

F0(r) = (2π)n/2r−(n−2)/2

∫

∞

0

F (s)J(n−2)/2(rs)s
n/2 ds (r > 0) .

Berechnen Sie ebenfalls F0(0).

Hinweis: Lemma 4.3 bzw. Übung 9, Aufgabe 1; Lit. A I β 2 (Bochner), p. 235f und A
II 7 (Stein–Weiss), p. 155. 10

Aufgabe 5: Für δ > 0 sei die Funktion Φδ : R
n → R definiert durch

Φδ(x) :=

{

(1 − |x|2)δ , |x| ≤ 1

0 , |x| > 1
(x ∈ R

n) .

Zeigen Sie:

(i) Für die Fourier-Transformierte gilt

Φδˆ(v) = (2π)n/2 2δ Γ(δ + 1)|v|−(n/2+δ)Jn/2+δ(|v|) .
4

(ii) Für δ > (n − 1)/2 gilt Φδˆ ∈ L1(Rn). Nutzen Sie hierbei für ν > 3/2 ohne Beweis,
dass Jν(t) = O(t−1/2) (t → ∞) . 4

Hinweis: Lit. A II 7 (Stein–Weiss), pp. 158-159, 171-172

Aufgabe 6: Seien δ > δ0 := (n − 1)/2, f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞, und Sϕ
Rf := ϕδ

R ∗ f
mit ϕδ

R(x) := Rn(2π)−nΦ∧

δ (Rx). Zeigen Sie:

a) lim
R→∞

∥

∥Sδ
Rf − f

∥

∥

p
= 0 , 1

b) lim
R→∞

Sδ
Rf(x) = f(x) f. ü. 3
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