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10. Ubung zur Fourier-Analysis I
(Abgabe: 09.01.2004 vor der Ubung)

Aufgabe 1: Betrachten Sie das Fourier’sche Ringproblem (aus der Einleitung der
Vorlesung): Sei f € X5,. Bestimmen Sie eine Funktion u(zx,t) fiir x € R und ¢ > 0, die
2m-periodisch in x ist und die folgenden Bedingungen erfiillt:

i) Zu(z,t), L & ul(z, t), 2 u(x,t) existieren fiir alle z € R, t > 0.

au(x t) _ 0%u(z,t)
il = 5

u geniigt der partiellen Differentialgleichung firallex € R, t > 0.

i) Ty o [lu(-¢) = /()]lx.. = 0.

1)
i)
iv) u(-,t) € X2 fiir alle t > 0.
v)

9 u(-,t) € X fiir alle ¢ > 0, und es gilt:

u(-,t—Fh)—U(':t)_au('at) =0
h ot '

Xon

lim
h—0+

Hinweis: Wenden Sie unter der Annahme der Existenz einer Losung u die Fourier-
Transformation auf die Dgl aus ii) an. Losen Sie die erhaltenen gewohnlichen Dgl’en
und transformieren Sie diese zuriick. Verifizieren Sie schliefllich die geforderten Eigen-
schaften fiir den so erhaltenen Kandidaten; benutzen Sie hierbei fiir iii) die Poisson-
Summenformel.

Definition: Eine Familie (cx(p))keny, p € A, quasikonvexer Folgen (vgl. Definition in
Ubung 9) heifit gleichgradig quasikonvex, falls eine von p unabhingige Konstante
M < oo existiert, so dass

> (k+D)|A(p) <M (peA).
k=0

Aufgabe 2: Zeigen Sie:

a) Sei (cx(p))kez, p € A, eine Familie von geraden Folgen, so dass (cx(p))ken, gleich-
gradig quasikonvex und gleichgradig beschrankt ist. Gilt zudem limy_ o, cx(p) = 0



fiir jedes p € A, dann existieren eine Konstante M < oo und zu jedem p € A eine
gerade Funktion g, € L3 derart, dass

(9) (k) = cx(p) (kK€Z,peA),
9ol < M (peA).

Hinweis: Lit. B VIII 3 (Butzer-Nessel), pp.249-250

b) Sei {x;}i~0 der (periodische) Gau-Weierstrafi-Kern und Wy f := fx*x, f € Xor,
das zugehorige Faltungsintegral, dann gilt:

Jim W = fllxe =0 (F € Xar).

Hinweis: Beweisen Sie die Aussage mittels Teil a) und dem Satz von Banach-
Steinhaus (vgl. Lit. B VIII 3 (Butzer-Nessel), p.19). Verifizieren Sie die gleich-
gradige Quasikonvexitét der Fourier-Transformierten des Kerns mit Hilfe des ver-
allgemeinerten Mittelwertsatzes.

Aufgabe 3: Sei a > 0. Zeigen Sie, dass eine gerade Funktion ¢, € L _ existiert mit
(o) (k) = |k|~ fiir k € Z mit k #0.

Aufgabe 4:

a) Sei f € L'(R). Zeigen Sie fiir das Analogon zur Partialsumme

R
Su(f:a) = % /_R £ (1) e dt

die Darstellung

in Rt
sin B¢,

Salfia) =+ [ fta-1)

b) Seien f € L*(R), 29 € R, und es gebe Zahlen ¢ € C und 6§ > 0, so dass

6 .
J%im [f(xo—i-t)—i-f(xo_t)_%]SlnRt

dt=0.

Zeigen Sie, dass dann limpg_.o Sr(f;x¢) = c gilt (vgl. Satz 2.25).

c¢) Seien f € L'(R), xp € Rund f € BV [xg — §, z¢ + d] fiir ein § > 0. Man beweise,
dass (vgl. Folgerung 2.36)

f(zo+) + f(z0—)
5 .

I%E{)lo Sr(f:20) =

Hinweis: Lit. A II 19 (Chandrasekharan), pp.25-30



