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Aufgabe 1

Seien a ∈ Z, n ∈ N, n ≥ 2. Zeigen Sie:

1. Gilt xn = a für ein x ∈ Q, so ist x ∈ Z.

2. Die Gleichung xn = a hat genau dann eine Lösung in Q, wenn a = mn für ein m ∈ Z.

(3+1 Punkte)

Aufgabe 2

Zeigen Sie die folgende Aussage: Ist (an)n eine CAUCHY-Folge in Q, aber keine Nullfolge,
dann existieren δ ∈ Q, δ > 0, und ein N ∈ N0 mit |an| > δ für alle n > N. (3 Punkte)

Aufgabe 3

Zeigen sie, dass es keinen Isomorphismus zwischen der additiven Gruppe (Q, +) und der
multiplikativen Gruppe (Q+, ·) gibt. (4 Punkte)

Aufgabe 4

In Übung 5, Aufgabe 4, haben wir ∼m durch

x ∼m y ⇔ ∃k ∈ Z : x = y + k · m,

definiert. Wir haben weiter gezeigt, dass die Menge der Äquivalenzklassen Z/ ∼m eine Grup-
pe bezüglich der Verknüpfung

[a]∼m t [b]∼m := [a + b]∼m , a, b ∈ Z,

darstellt.

(a) Definieren Sie nun eine weitere Verknpüpfung ”�“ auf Z/ ∼m. Welche algebraische
Struktur hat ((Z/ ∼m) \ [0]∼m , �)?

(b) Unter welchen Bedingungen an m erhält man eine Gruppenstruktur auf ((Z/ ∼m) \

[0]∼m , �)? Welche algebraische Struktur stellt dann (Z/ ∼m,t, �) dar?

(c) Unter Benutzung von (b) zeigen Sie folgende Aussage: Zu jeder Primzahl p > 3 gibt es
ein m ∈ N, 1 6 m < p, und x0, x1, x2, x3 ∈ Z mit der Eigenschaft x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3 = mp.

(2+3+4 Punkte)


