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Aufgabe 1

Seien M und N nicht-leere Mengen; R sei eine Relation auf M, und S eine Relation auf N.
Weiter sei auf M × N die Relation ∼ definiert durch

(a, b) ∼ (c, d) ⇔ (a, c) ∈ R und (b, d) ∈ S, a, c ∈ M; b, d ∈ N.

Beweisen Sie:

∼ ist eine Äquivalenzrelation ⇔ R und S sind Äquivalenzrelationen.

(3 Punkte)

Aufgabe 2

Ist X eine Menge, R ⊂ X × X eine Relation auf X und Y ⊂ X eine Teilmenge von X, so sei

R−1(Y) := {x; x ∈ X und es gibt ein y ∈ Y mit (x, y) ∈ R}.

Zeigen Sie, dass für alle Y ⊂ X die Äquivalenz

R−1(Y) ⊂ Y ⇔ R(X \ Y) ⊂ X \ Y,

gilt. (2 Punkte)

Aufgabe 3

M sei eine Menge, R eine Relation auf M und ∆M := {(x, x); x ∈ M} die Diagonale von M.
Sei R−1 die Umkehrrelation und R′ := R \ ∆M. Beweisen Sie die Äquivalenz der folgenden
Aussagen:

(i) R ist antisymmetrisch,

(ii) (R′ ◦ R) ∩ ∆M = ∅,

(iii) (R′ ◦ R′) ∩ ∆M = ∅. (2+1+1 Punkte)

Aufgabe 4

Sei M eine nicht-leere Menge und φ : M → M eine Abbildung. Für jede Teilmenge A ⊂ M sei

H(A) :=
⋂

{X; A ⊂ X ⊂ M und φ(X) ⊂ X}.

Zeigen Sie:



1. A = H(A) ⇔ φ(A) ⊂ A,

2. Bezüglich der durch die Inklusion auf P(M) gegebenen Ordnung gilt:

H(A) = min{X; A ⊂ X ⊂ M und φ(X) ⊂ X}.

3. Definiert man für n ∈ N0 die Abbildungen φn : M → M rekursiv durch,

φ0 := idM, φk+1 := φ ◦ φk := φ(φk), k ∈ N0,

so gilt:

H(A) =
⋃

n∈N0

φn(A)

(3+3+4 Punkte)


