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13. Ubung zur Vorlesung Zahlbereichserweiterungen
Abgabe: Mittwoch, 20. Juli 2005, vor der Ubung

Bemerkung:

Die Punkte dieser Ubung zihlen nicht mehr zu den Pflichtpunkten, kommen aber ihrem
Punktekonto zugute.

Aufgabe 1

Leiten Sie fiir die Exponentialfunktion zur Basis a € R+, a # 1, die Reihenentwicklung

> (Ina)”
exp,(x) =Y ( n'> X", (x,y €R)
n=0 ’

her, und beweisen Sie damit die Funktionalgleichung

exp,(x +y) = exp,(x) -exp,(y), (x,y € R).
(4 Punkte)

Aufgabe 2 (Polynome/rationale Funktionen)

(a) Zeigen Sie auf zwei verschiedene Weisen, dass jedes reelle Polynom ungeraden Grades
aus R[x] bereits eine reelle Nullstelle besitzt.

(b) Hat p(x) € R[x] nur Nullstellen der Form iy,y € R, so gilt p(x) € R[x?] oder p(x) €
x - R[x2].

(342 Punkte)

Aufgabe 3 (hyperbolische Funktionen)
Wir definieren die Funktionen

et — et el +et

sinh(t) := und cosh(t) := 5

(a) Bestimmen Sie die Potenzreihenentwicklung von sinh und cosh.



(b) Bestimmen und beweisen Sie hyperbolische Analoga zu

sin(x + y) = sinx cosy + cos x siny,
cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny,
sowie

2

sinzx—i—cos x=1.

(c) Zeigen Sie, dass cosh : [0,00) — [1,00) und sinh : R — R bijektiv sind
(3+3+5 Punkte)

Aufgabe 4 (R als Q-Vektorraum)

(a) Zeigen Sie, dass fiir a € R.g,a # 1, die Menge {log, p; p € P} linear unabhingig iiber
Q ist.

(b) Fassen Sie R als Vektorraum iiber Q auf. Bildet die oben betrachtete Menge {log, p; p € P}
eine Q-Basis von IR?

(342 Punkte)



