Kapitel 4

Die rationalen Zahlen

Wir haben gesehen, dass eine Gleichung a - = b mit a,b € Z genau dann eine Losung
x € Z besitzt, wenn a | b. Zum Beispiel hat 2 - z = 1 keine Losung = € Z. Wir wollen
nun den Zahlbereich Z zum Zahlbereich Q der rationalen Zahlen erweitern, indem wir
ein minimales System konstruieren, in dem jede Gleichung a-x = b mit a,b € Z, a # 0,
eine Losung hat.

4.1 Konstruktion und Arithmetik
Lemma 4.1. AufZ x (Z \ {0}) wird durch
(m,n) ~ (j, k) : <= mk =ny

eine Aquivalenzrelation definiert.

Beweis. Ubung Il
Definition 4.2. Die Menge QQ der rationalen Zahlen ist definiert durch
Q= (Zx (Z\{0})/~ = {[(m,n)]; (m,m) € Z x (Z\ {O})}.
wobei ~ wie in Lemma 4.1 definiert ist.
Wir fiihren jetzt auf Z eine Addition & und eine Multiplikation ® ein durch
[(5: B)] @ [(m, n)] == [(jn + km, kn)],
[, B)] © [(m,n)] == [(jm, kn)].

Lemma 4.3. Die oben eingefiihrten Verkniipfungen & und ® auf Q sind wohldefiniert,
d. h. sie sind unabhdngig von der Wahl der Reprdsentanten.

Bevor wir die algebraische Struktur von Q untersuchen, fithren wir die notwendigen
Begriffe aus der Algebra ein.

Definition 4.4. Ein Tripel (K, +, -) heilt Kéorper, wenn (K, +, - ) ein kommutativer,
unitdrer Ring ist und wenn zu jedem a € K, a # 0, ein a~! € K mit aa™! = 1 existiert.
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74 KAPITEL 4. DIE RATIONALEN ZAHLEN

(K;+) und (K \ {0}, -) sind also zwei abelsche Gruppen, die durch das Distribu-
tivgesetz miteinander verbunden sind.

Satz 4.5. (Q,®, ®) ist ein Kdorper mit Nullelement [(0,1)] und die inversen Elemente

beziiglich der Addition sind gegeben durch —[(m,n)] = [(—=m,n)]. Das FEinselement

ist [(1,1)] und die inversen Elemente beziiglich der Multiplikation sind [(m,n)]™! =

[(n,m)], [(m,n)] # [(0,1)]. Als Kérper wird Q von Z := {[(n,1)];n € Z} erzeugt, d.h.
ist K ein Korper mit ZCKC Q, dann ist K = Q.

Bemerkung 4.6. Natiirlich gelten alle Rechenregeln fiir Ringe insbesondere fiir Kor-
per, also auch fiir Q.

Einbettung von Z in Q.

Lemma 4.7. Die Abbildung ®: Z — Q, n +— [(n,1)] ist injektiv und erfillt fur alle
m,n € 7

(1) P(m+n)=>o(m)d P(n),

(it) ®(m-n)=>(m) e d(n).

Beweis. Ubung [

Bemerkung 4.8. a) : Z — Q aus Lemma 4.7 ist ein injektiver Ringhomomorphismus
(vgl. Definition [3.4). Wir identifizieren deshalb wieder ®(Z) = Z mit Z und schreiben
Z C Q. Damit fassen wir Z als Teilring (Unterring) von Q auf. Deshalb verwenden wir
im Folgenden auch + und - anstelle von & bzw. ©. Mit der Identifikation Z = Z wird
Q von Z erzeugt, d.h. Q ist der kleinste Korper, der Z enthélt.
b) Wie in der ,Bruchrechnung®* {iblich schreiben wir

m

%= [omm)] (neZneZ\{0)).
Mit dieser Schreibweise hat der Ringhomomorphismus ® die vertrautere Form

O:7Z—Q, n— %
¢) Die Aquivalenzklassenstruktur von Q ist bei der Bruchrechnung noch deutlich zu
erkennen und wird auch beim téglichen Rechnen immer wieder benutzt. So gilt nach
Definition von ~ (vgl. Lemma [4.1))

(m,n) ~ (km,kn) baw. [(m,n)] = [(km,kn)] (k€ Z\{0}).
In der Bruchschreibweise bedeutet das
m _ km
n kn’
Den Ubergang von links nach rechts bezeichnet man als Erweitern eines Bruchs, die

umgekehrte Richtung als Kirzen. Erweitern und Kiirzen sind also keine Rechenope-
rationen wie 4+ oder -, sondern ein Wechsel des Représentanten fiir ein und dieselbe
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Aquivalenzklasse.

d) Auch die Funktion ® wird beim Bruchrechnen regelméfig benétigt. Will man z. B.
2 + % berechnen, so muss man die ganze Zahl 2 erst in einen Bruch ,verwandeln®,

d.h. man wendet auf 2 € Z die Funktion ® an und rechnet dann nach Definition der
Addition auf Q

2 2 2 2-342-1 8
P2+ -=-+-=———=—.
()+3 1+3 1-3 3
Ebenso wendet man in der Gleichung
2+1_3_
3 3 3 1

auf die rechte Seite die Funktion ®~! an und erhilt das iibliche Ergebnis % + % =1.

Bemerkung 4.9. Es gilt

m m
4.1 LY
41 =7

L () s et (Fe)

wobei wir natiirlich wieder ®(m) und ®(n) mit m bzw. n identifiziert haben.
Bei ™ war bisher immer m € Z, n € Z\ {0}. Wir definieren jetzt fiir beliebige
r,s€e@Q,s#0

’
4.2 —=rs L
(4.2) . rs

Wegen (4.1) stimmt diese Definition fiir r € Z, s € Z\ {0} mit der alten iiberein. Durch
(4.2) sind z. B. Doppelbriiche

fir £€ Qund 7 € Q\ {0} definiert.
Auch fiir die erweiterte Definition (4.2) eines Bruchs gilt

p r
5:g <:>p5:rq (p’q77~75€@’q7é0,87£0>,

Addition und Multiplikation kénnen nach denselben Regel durchgefiihrt werden und
man darf auch diese Briiche kiirzen und erweitern.

In einem Korper kann man die Definition der Potenz (vgl. Definition [3.6) auf ganz-
zahlige Exponenten erweitern.

Definition 4.10. Fiir n € Ny und a € Q sei
a’ =1, a" = (a")a sowie a " :=(a")"', falls a # 0.

Folgerung 4.11. Es gelten die Potenzgesetze fir a,b € Q\ {0}, n,m € Z:

(@) (") (a™) = al"t™),
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(i) (a")- (0") = (ab)",
(iii) (a™)™ = a"™.
Wir leiten jetzt eine erste Normaldarstellung der rationalen Zahlen her.

Lemma 4.12. Jedes a € Q besitzt eine eindeutige Darstellung

a="—m-n' mit me€Z, neN, ggT(m,n)=1.
n
Beweis. Sei a = % mit beliebigen j,k € Z, k # 0 und sei d := ggT(j, k), dann ist
j=xd, k = yd mit x,y € Z. Ist y > 0 setze m := z, n := y und fiir y < 0 setze
m:= —zx, n:= —y. Es folgt

j_wd_
ko yd vy

(4.3)

m
o
mit m € Z, n € N. Sei nun d' := ggT(m,n) = ggT(z,y), dann folgt x = d'z’, y = d'y/
fir 2,y € Z und j = 2/d'd, k = y'd'd. Damit gilt (d'd) | j und (d'd) | k. Aus
d = ggT(j, k) folgt deshalb (d'd) | d. Anderseits gilt natiirlich d | (d'd), d.h. d'd = d
bzw. d’ = 1. Damit sind m und n teilerfremd und (4.3)) ist die gesuchte Darstellung.
Um die Eindeutigkeit zu zeigen, betrachten wir zwei Darstellungen a = = = 2=
mit m,m’ € Z, n,n’ € N und ggT(m,n) = ggT(m/,n') = 1. Wegen mn’ = m'n gilt
n | mn’ und wegen ggT(m,n) = 1 erhdlt man mit Folgerung 3.37 n | n’. Ebenso zeigt
man n' | n. Es folgt n = n’ und damit muss auch m = m’ sein. O

Satz 4.13. Jedes a € Q\{—1,0,1} ldsst sich als endliches Produkt von Primzahlpoten-
zen (mit positiven und negativen Exponenten) darstellen, d. h. es gibt ein e € {—1,1},
ein v € N sowie po,p1,-..,pr € P und vy, v1,...,v. € Z\ {0} mit

_ Vo . V1 v
a_é‘po pl ...p’rr'

Unter der Zusatzbedingung po < p1 < --- < p, ist die Darstellung eindeutig.

Beweis. Man hat @ = £ = j- k™' mit j,k € Z \ {0}. Die Existenz erhélt man aus
Folgerung [3.51/ und den Potenzgesetzen (Folgerung 4.11)).

Zum Beweis der Eindeutigkeit seien zwei Darstellungen von a gegeben

a = gp(’;()p?l . p:'r — glq(l)/é()qiil . qgs
mit 875, € {_171}7 r,s € N sowie Doy -3DPrsqo,---5qs € IP)? Voyevos Vpy oy - s €
Z\A{0}und po <p1 < -+ <pr, o < @1 < -+ < qs. Wir setzen

S

T T S
(4.4) m:zenp;j, n = Hp;'/j, m’ ::6'Hq§”, n = Hq;‘“,
j=0 Jj=0 Jj=0

J=0
v;i>0 v;<0 ;>0 ;<0

wobei wir leeren Produkten immer den Wert 1 zuweisen. Offensichtlich gilt m,m’ € 7Z,

n,n' € N sowie r = = = ’:—f Angenommen d := ggT(m,n) > 1, dann besitzt d einen

kleinsten Primteiler p. Wegen p | m und p | n muss p nach Folgerung [3.47b mit einem
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der p; aus der Produktdarstellung fiir m in (4.4) iibereinstimmen und ebenso mit einem
der p; in der Darstellung fiir n. Dies ist ein Widerspruch, da die p; paarweise verschieden
sind. Also gilt ggT(m,n) = 1 und ebenso ggT(m/,n') = 1. Nach Lemma 4.12 muss
deshalb m = m’ und n = n’ gelten. Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in
Z (Folgerung 3.51)) folgt, dass die beiden Darstellungen fiir m

T S
v .
.
J J
j=0 j=10
v;>0 ;>0

identisch sind und ebenso sind die Darstellungen fiir n

T S
_ Vi __ —Hj
n=11v" =114
§=0 j=0
v;<0 15<0

identisch. (Das gilt auch im Falle von leeren Produkten.) Damit sind aber auch die
beiden Darstellungen fiir a identisch. O]

Satz 4.14. Q ist abzdhlbar unendlich.

Beweis. Nach Lemma 4.12 gibt es fiir jedes a € Q eindeutig bestimmte p € Z, q € N,
geT(p,q) =1 mit a = £. Deshalb ist die Abbildung

0:Q—-ZxN, ar (p,q) mit peZ, ge N, ggT(p,q) =1, a:Z—)

q

injektiv. Nun ist Z x N als kartesisches Produkt zweier abzéhlbarer Mengen ebenfalls
abzdhlbar (vgl. Satz2.46b, Folgerung 2.45, Lemma 3.41), d. h. es existiert eine injektive
Abbildung ©: Z x N — Ny. Damit ist ¥op: Q — Ny injektiv und Q ist abzéhlbar.
Wegen Ny C Q ist Q natiirlich auch unendlich. O

4.2 Anordnung

Wir definieren jetzt auf Q eine Kleiner-oder-gleich-Relation ) durch
(4, k)] D [(m,n)] : <= jn < km falls k,n>0.

Man beachte, dass nach Lemma 4.12/ jede rationale Zahl eine Darstellung § mit
q > 0 besitzt.

Lemma 4.15. a) Die Kleiner-oder-gleich-Relation© auf Q ist wohldefiniert, d. h. sie
ist unabhdngig von der Wahl der Reprdisentanten.

b) Durch@ wird eine totale Ordnung im Sinne von Definition [1.61 auf Q definiert
Beweis. Ubung Il

Mittels der Bruchschreibweise kann man die Definition von () wie folgt verstehen
%@@ — — ) — < jn<km.
n

Man macht also die Briiche gleichnamig und vergleicht die Zéhler. Dabei miissen die
Nenner natiirlich positiv sein.
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Bemerkung 4.16. Die zu € gehorende strenge Ordnung <) auf Q erfiillt wie tiblich
fir alle a,b € Q genau eine der drei Beziehungen (vgl. Lemma [1.62(iii))

a@b, a=0b, bEa.
Lemma 4.17. Die Abbildung ®: Z — Q aus Lemma|4.7 erfillt aufSerdem
(17ii)) m<n < &(m)S P(n),
(iv) m<n <= &(m)Q o(n).

Wir benutzen deshalb auch hier wieder die vereinfachte Schreibweise < und < statt
© und .

Da jeder Korper ein Ring ist kann man die Definition eines angeordneten Ringes
und einer archimedischen Anordnung (Definition [3.17) unveréndert fiir Koérper iiber-
nehmen. Man spricht dann natiirlich von einem (archimedisch) angeordneten Korper.
Lemma 3.18, Folgerung 13.19 und Lemma3.22 gelten natiirlich auch in Korpern. Fiir
den Korper Q gilt nun

Satz 4.18. (Q, <) ist ein archimedisch angeordneter Korper.

Folgerung 4.19. Zu jedem x € Q ezistiert genau ein [x] € Z mit
[z] <o <[z]+ 1

Beweis. Eindeutigkeit: Seien j,k € Z mit ) <z < j+1und k <z < k+ 1. Es folgt
0<zxr—j<1, -1 < k—2 <0 und nach Addition der Ungleichungen —1 < k —j < 1,
d.h. |k —j] <1, also k = j.

Eristenz: Sei x = = mit m € Z, n € N. Nach dem EUKLIDischen Algorithmus gilt
m =nk+r fir k,r € Z mit 0 <r < n. Esfolgtnk§m<nk+n,waszuk§%:
xr < k + 1 dquivalent ist. Damit hat [x] := k € Z die geforderten Eigenschaften. O

Man nennt [z| das grifite Ganze von x und [-] die GAUSS-Klammer. Anstelle der
GAuss-Klammer [ -] benutzt man auch | - | (Floor function).

Die Definition des Betrages auf angeordneten Ringen (Definition3.20) gilt natiirlich
auch fiir angeordnete Korper, wobei Lemma 3.21] ebenfalls giiltig bleibt. Im Falle von
Q ist dabei die Definition des Betrages mit der auf Z vertraglich, in dem Sinne, dass

O(|n)) = [@(n)]  (n€Z)

gilt. Hier steht links der Betrag in Z und rechts der Betrag in Q.

4.3 Die universelle Eigenschaft

Wir erinnern noch einmal an den Begriff des Ringhomomorphismus aus Definition 3.4.
Sind (R, +,-), (S,+, ") zwei Ringe, dann heifst eine Abbildung ¢: R — S ein Ringho-
momorphismus, falls

pla+b) = p(a) + ¢(b),
p(a-b) = p(a) - p(b).
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Fiir jeden Ringhomomorphismus gilt aufserdem

p(—a) = —p(a).

Sind R, S sogar Koérper und ist ¢ nicht der Nullhomomorphismus ist, d. h. ¢ # 0, dann
hat man weiter

90(61%) = €g,

pla™) = (p(a))

wobei wir in diesem Abschnitt voriibergehend die Einselemente in abstrakten Ringen
oder Korpern mit e, eg oder dhnlich bezeichnen. Definiert man den Kern eines Homo-
morphismus durch

Kern g := {a € R;¢(a) = 0},

dann ist ¢ genau dann injektiv, wenn Kerngp = {0}. Ein bijektiver Homomorphis-
mus heiflt Isomorphismus. Existiert zwischen zwei Ringen oder Kérpern R, S ein Iso-
morphismus, so heiffen die Ringe bzw. Kérper isomorph (Schreibweise R = S). Ein
Isomorphismus von R — R heifst Automorphismus von R.

Sei nun R = Z und S eine beliebiger Ring mit Einselement e, dann ist

p: Z — S, n— ne

ein Ringhomomorphismus. Dabei ist (vgl. Definition 3.17)

et+e+---+e, neN,
—_—
n—mal
—(e+e+---+e€), ne —N.
—_——

[n|—mal

ne =

\

In diesem Abschnitt wollen wir nun zeigen, dass der Korper Q unter allen denk-
baren Korpern eine gewisse Sonderstellung einnimmt. Dazu fassen wir Z natiirlich als
Unterring von Q auf.

Lemma 4.20. Fir jeden Korper K und jeden injektiven Ringhomomorphismus f: 7 —
K, existiert ein Ringhomomorphismus

F:Q— K mit Flg=F.
Dieses F' ist eindeutig bestimmt und injektiv.

Beweis. Da f injektiv ist, haben wir f(n) # 0 fur alle n € Z \ {0}. Weiter gilt f(1) =
f(1-1) = f(1)f(1) und nach Multiplikation mit (f(l))fl folgt f(1) =e.
Wir zeigen jetzt zundchst: Ist ™ = ’;‘—,, fir m,m’ € Z, n,n’ € Z \ {0}, dann ist

(4.5) Fm) (Fm) ™ = fm") (f(n")) "



80 KAPITEL 4. DIE RATIONALEN ZAHLEN

Wegen mn’ = nm/’ folgt dies aber sofort aus
fmn') = f(nm') <= f(m)f(n') = f(n)f(m)
= fm)(f(n) " = fm')(f(n))

Existenz von F: Wir definieren nun

FiQ— K. a== f(m)(f(n)"

-1

Wegen (4.5) ist diese Definition unabhéngig von der Wahl des Représentanten fiir a,
d.h. F' ist wohldefiniert. F' ist ein Homomorphismus, denn

F(T—kC) :F(ms—l—nr>
n s ns

-1

f(ms + nr) (f(ns))
(Fm)I )+ £ 1)) ()™ (75)

Il
=
2
—
=
S
P

|
_l_
=
=
—~
=
VA
=
L

und ebenso gilt

PG ) (ieo)
(

r( ) =rG)rQ) (Gieo)
Schlieflich erfiillt I wie gefordert fiir a = 7 € Z
Fla) = F(Z) = fm)(f(1) ™" = fm)e™ = f(m).

womit die Existenz gezeigt ist.

Findeutigkeit von F: Sei G: Q — K ein weiterer Homomorphismus mit G|z = f.
Wegen G(k) = f(k) = F(k) fiir alle k € Z folgt fiir beliebiges a = ™ € Q

-1

F(a) = F(mn™') = F(m)F(n™") = F(m)(F(n))
— G(m)(G(n)) ™ = Gm)G(n™") = G(mn™") = G(a).

Damit ist auch die Eindeutigkeit von G gezeigt.

Injektivitit von F: Dazu wihlen wir ein beliebiges a = ™ € Q \ {0}. Wegen m # 0
folgt sofort

Fla) = F(2) = fm)(£(m) ™" £ 0.
da f(m) #0, f(n) # 0 und K nullteilerfrei ist. O

Als eine einfache Folgerung formulieren wir zunéchst

Folgerung 4.21. Ist F: Q — Q ein Ringhomomorphismus mit F(n) = n firn € Z,
dann ist F' = Idg.
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Beweis. Wir benutzen Lemma 4.20 mit X = QQ und dem injektiven Ringhomomorphis-
mus f: Z — Q, n — n. Fiir die Ringhomomorphismen F': Q — Q und Idg: Q — Q
gilt nun F(n) = Idg(n) = n fir n € Z und damit folgt die Behauptung aus der
Eindeutigkeit der Fortsetzung in Lemma 4.20). O]

Da der Homomorphismus f in Lemma 4.20) injektiv ist, ist f(Z) ein zu Z isomorpher
Teilring von K. Ebenso ist F(Q) ein zu Q isomorpher Teilkérper von K. Lemma 4.20
sagt nun aus, dass jeder Korper, der einen zu Z isomorphen Teilring besitzt auch einen
zu Q isomorphen Teilkorper besitzt. Identifiziert man wie iiblich isomorphe Strukturen,
dann kann man vereinfacht sagen, dass jeder Kérper der Z enthélt, auch Q enthélt.

Wir wollen nun zeigen, dass QQ der einzige Koérper mit dieser Eigenschaft ist. Dazu
ersetzen wir Q durch einen beliebigen Korper K. Die Aussage von Lemma 4.20 geht
dann {iber in

Fiir jeden Kérper K und jeden injektiven Ringhomomorphismus f: Z — K
(4.6) exitiert ein Ringhomomorphismus

F: Ky — K mit F(ney) = f(n) (ne€Z).
Damit konnen wir die angekiindigten Sonderstellung von QQ wie folgt formulieren.

Satz 4.22 (Satz von der universellen Eigenschaft). Sei K, ein Korper mit der Eigen-
schaft (4.6)), dann ist Ky isomorph zu Q.

In Verbindung mit Lemma [4.20 haben wir damit
K erfiillt (4.6) <= K, isomorph zu Q
und wenn wir wie iiblich isomorphe Korper identifizieren, dann konnen wir sogar sagen
Ky = Q ist der einzigen Korper, der (4.6) erfiillt.

Beweis von Satz4.22. W&hlt man in (4.6) K = Q und als injektiven Ringhomomor-
phismus f: Z — Q, n + n, die Inklusion, so existiert nach Voraussetzung ein Ringho-
momorphismus

F: Ky — Q mit F(ney) = f(n) =n (n€Z).
Wir wollen zeigen, dass F' bijektiv ist.

Injektivitat: Wegen F(eg) = 1 gilt fiir beliebiges a € K
1= F(ep) = F(aa™") = F(a)F(a™).

Es folgt F(a) # 0 und damit Kern F' = {0}, d.h. F ist injektiv.

Surjektivitat: Dazu betrachten wir den Ringhomomorphismus ¢g: Z — Ky, n — neq.
Die Funktion g ist injektiv, denn aus mey = ney folgt

m = F(megy) = F(ney) = n.
Nach Lemma 4.20 existiert ein Ringhomomorphismus

G:Q — Ky mit G(n) =ney (neZ).
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Also ist FoG: Q — Q ein Ringhomomorphismus mit F' o G(n) = n fir alle n € Z und
nach Folgerung 4.21/ folgt F' o G = Idg. Mit Lemma [1.39a folgt nun, dass F' surjektiv
ist.

Damit haben wir gezeigt, dass der Homomorphismus F': Ky — Q sogar ein Isomor-
phismus ist und somit sind K und @Q isomorph. Il

Wir kommen nun zur Charakterisierung von Q als Primkorper.
Folgerung 4.23. Sei K ein Korper, so dass die Abbildung
7 — K, n+— ne,

ingektiv ist. Dann ist der Primkorper P von K

P .= ﬂ k

k Teilkorper von K
isomorph zu Q.

Beweis. P ist ein Kérper mit P D {ne;n € Z}. Nach Voraussetzung ist die Abbildung
f:7Z — P,n — ne ein injektiver Ringhomomorphismus und nach Lemma 4.2() existiert
genau ein injektiver Ringhomomorphismus

F:Q— P mit F(n)=f(n)=ne (ne€Z).

Damit ist F(Q) ein zu Q isomorpher Teilkérper von P. Andererseit ist nach Definition
P ein Teilkérper von F'(Q) und es folgt P = F(Q). O

4.4 Konvergenz

Im Hinblick auf die Konstruktion von R im néchsten Kapitel beschaftigen wir und
jetzt noch mit Folgen und deren Konvergenz. Es sei noch einmal an die Definition einer
Folge als Abbildung von Ny oder N in eine Menge X erinnert (vgl. Abschnitt [1.4). Im
Folgenden ist X immer ein angeordneter Korper K.

Definition 4.24. Sei a = (ay)nen, eine Folge in einem angeordneten Kérper(K, <).

a) a heilt konvergent mit Grenzwert oder Limes o € K, wenn es zu jedem e € K, e > 0,
ein N € Ny gibt mit |a, — a| < ¢ fiir alle n > N. Man schreibt dann lim,, ., a, = a.
Eine Folge (an)nen, mit lim,, .« a, = 0 heilst Nullfolge.

b) a heit CAUCHY-Folge, wenn es zu jedem ¢ € K, ¢ > 0, ein N € Ny gibt mit
|a, — an,| < € fiir alle n,m > N.

¢) Man nennt a beschrdankt, wenn es ein § € K gibt mit |a,| < [ fiir alle n € Ny,

d) Die Folge a heifst monoton wachsend (bzw. monoton fallend), wenn a,, < a, .1 (bzw.
ay, > anyq) fiir alle n € Ny gilt.

Wie in der reellen Analysis beweist man das folgend Lemma.

Lemma 4.25. Fir Folgen a = (ap)neng, b = (bn)nen, in einem angeordneten Korper
(K, <) gilt:
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a) Wenn a konvergent ist, so ist der Grenzwert eindeutig bestimmdt.
b) Wenn a konvergent ist, so ist a eine CAUCHY-Folge.

c) Wenn a eine CAUCHY-Folge ist, so ist a beschrdinkt.

d) a besitzt eine monotone Teilfolge.

e) Sind a,b CAUCHY-Folgen, so sind auch a+b = (a,+ bp)nen, und ab = (a,bn)nen,
CAucHY-Folgen.

f) st a eine CAUCHY-Folge, b einen Nullfolge, so ist ab eine Nullfolge.

g) Ist a eine CAUCHY-Folge und ist a,, = b, fiir fast alle n € Ny (alle bis auf endlich
viele), dann ist b eine CAUCHY-Folge.

h) Ist a konvergent und ist a, = b, fir fast alle n € Ny, dann ist b konvergent mit
lim,, o0 b, = lim,,— oo @y, .

Die Grenzwertsétze liber die Summe, das Produkt und den Quotienten konvergenter
Folgen beweist man ebenfalls wie in der reellen Analysis.

Satz 4.26. Sind a = (an)neny, b = (bn)nen, konvergente Folgen in einem angeordneten
Korper (K, <) mit Grenzwerten o bzw. 3 und ist v € K, dann gilt:

a)  (Yan)nen, st konvergent zum Grenzwert ya.
b) (an + bp)nen, ist konvergent zum Grenzwert o + 3.
c)  (anbn)nen, ist konvergent zum Grenzwert af3.

d) Ist a #0, so ist a, # 0 fir fast alle n € Ny und die Folge (¢;)nen, mit

a’t, falls a, # 0,

0, falls a,, =0

konvergiert gegen o™!.

Als Néchstes betrachten wir einige spezielle Folgen in (Q, <).
Satz 4.27. a) (1),
b) FirneNy, xeQ, x+#1, gilt

st eine Nullfolge in Q.

n n+1_1

J=0

c) FirxzeQ, |z| <1, ist (x")nen, €ine Nullfolge und

lim ij = )
n— oo o 11—z
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d) FirzeQ, |z|>1, ist (x")nen, nicht beschrinkt.

e) Ist a = (an)nen, eine CAUCHY-Folge in Q, aber keine Nullfolge, dann existieren
d€Q, d>0und ein N € Ny mit |a,| > ¢ fir allen > N.

f) Seien a = (an)neny, b = (bn)nen, CAUCHY-Folgen in Q mit a # b, dann existierte
eind €Q, 0>0 und ein N € Ny mit

an+6<b, (n>N) oder b,+0<a, (n>N).

Beweis. a) Sei ¢ € Q, € > 0. Da Q archimedisch angeordnet ist, existiert ein N € Ny
mit N > ¢~!. Es gilt deshalb n > N > ¢! fiir alle n > N und nach Lemma 3.18 (vi)
wie gefordert [£| = 2 < ¢ fiir alle n > N.

f) Setze ¢ := a — b, also ¢, := a, — b, fiir alle n € Ny. Dann ist ¢ eine CAUCHY-Folge
in Q, aber keine Nullfolge. Nach Teil e) existiert deshalb ein § € Q, § > 0 und ein
N; € Ny mit |c,| > § fir alle n > N;. Weiter existiert zu diesem 0 ein Ny € Ny mit
|em — ¢n| < 6 fur alle m,n > N,.

Sei nun N := max{N;, Na}. Wegen |c,,| > ¢ fiir alle n > N gilt fiir jedes derartige n
entweder ¢, > § oder —¢,, > d. wegen der CAUCHY-Eigenschaft muss dann aber sogar

(4.7) ¢pn>0 (n>N) oder —¢, >0 (n>N)

gelten. Denn angenommen es existieren ein ng,n; > N mit ¢,, > 6 und —c,,n > 0,
dann erhalt man wegen

d > |eng — Cny| = Cng — €y > 26
einen Widerspruch. Wegen ¢, = a,, — b,, erhilt man aus (4.7) die Behauptung,. O
Wichtig ist die folgende Definition aus der Algebra.

Definition 4.28. a) Eine Teilmenge I eines Ringes (R, +, - ) heifit (zweiseitiges) Ideal
in R, wenn

(1)  (I,+) Untergruppe von (R, +) ist,
(17) fur allex € T und a € R gilt xa € [ und ax € I.

b) Ein Ideal I in einem Ring R heiflt mazimales Ideal, wenn I # R und fiir jedes Ideal
Jin R mit I C J folgt I = J oder J = R.

Bemerkung 4.29. Jedes Ideal in einem Ring R ist ein Teilring von R.

Satz 4.30. Ist I ein Ideal in einem Ring R, so ist die Quotientenmenge R/I =
{a+ I;a € R} mit den Verkniipfungen

(a+ 1)+ (b+1):=(a+0b)+1, (a+1)-(b+1):=(a-b)+1

wieder ein Ring mit Nullemement 0 + I = I. Insbesondere sind die Verkniipfungen +
und - auf R/I wohldefiniert.
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Beweis. Ubung. Beim Beweis wird ganz wesentlich benutzt, dass I ein Ideal ist. Fiir
einen beliebigen Teilring J von R anstelle von [ sind dir Verkniipfungen im Allgemeinen
nicht wohldefiniert. [

Als Vorbereitung auf die Konstruktion von R im néchsten Kapitel formulieren wir
nun

Satz 4.31. Die Menge € aller rationalen CAUCHY-Folgen ist mit den Verkniipfungen
a—+ b= (an + bn)nENo ab = (anbn)nENo (CL, be Q:)

ein kommutativer Ring mit Nullelement 0 := (0),en, und Einselement 1 := (1)pen,-
Die Menge €y aller rationalen Nullfolgen ist ein Ideal in €.

Beweis. Die Ringeigenschaften von € folgen im Wesentlichen aus Lemma [4.25e und die
Idealeigenschaften von €, aus Lemma 4.25f. O]
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