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8. Ubung zur Vorlesung Topologie
(Abgabe: Dienstag, 22.06.2004, bis 11.30 Uhr im Ubungskasten)

Aufgabe 1. In einem topologischen RauKinennt marA C X eineZerlegungsmenge/on
X, falls A offen und abgeschlossen ist. Big X heil3t

Q) == {A€ P(X);x € A,AZerlegungsmenge vox}
die Quasikomponente vorx. Zeigen Sie:

a) Fur jedex € X ist Q(x) abgeschlossen X.

b) X = Uyex Q(X) und firx,y € X gilt entwederQ(x) = Q(y) oderQ(x) NQ(y) = 0.
c) Furjedesce X gilt C(x) C Q(X).
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d) C(x) ist genau dann offen, wer@®(x) offen ist. In diesem Fall gilC(x) = Q(X).

Aufgabe 2: Seine€ N, n> 2. Zeigen Sie:

a) R\ {0}, versehen mit der vo(R, 7n4) induzierten Relativtopologie, ist nicht zusam-
menh&angend.
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b) R"\ {0}, versehen mit der vo(R", Zn4;) induzierten Relativtopologie, ist zusammen-
héangend.

c) Die topologischen RAum&, 7na1) undR", Znat sind nicht homéomorph.

Aufgabe 3:

a) Seien(X,T), (X,7") zwei topologische Raumé, feiner als7’ undY C X. Zeigen
Sie: IstY als Unterraum vorgX,7’) zusammenhangend, so ¥tauch als Unterraum
von (X, 7’) zusammenh&ngend.

b) Zeigen Sie: Die natirliche TopologieaufR" (C") ist feiner als die Zariski-Topologie
Tz aufR" (C"). Folgern Sie:

(R",7z) , (C",17z) sind zusammenh&ngend



Aufgabe 4.

a) Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen kurvenzusammenhangende Teilmengen von
Mp(R) = R™ mit der natiirlichen Topologie sind:
(i) Posi(R) := {P € Muy(R) ; P > 0} (positiv definite Matrizen),
(i) SO4(R) :={U € Mp(R) ; UU' =E, detU = 1} (spezielle orthogonale Gruppe),
(i) Nil n(R) (nilpotente Matrizen).

b) Wie sehen die Zusammenhangskomponenten der orthogonalen @w/(eaus?

c) Zeigen Sie, dass die Grup@,(C) der invertierbaren Matrizen Ubé&r eine offene,
kurvenzusammenhangende Teilmenge MpiiC) = C™ mit der natiirlichen Topolo-

gie ist.

d) Bleibt die Aussage in c) richtig, wenn méhdurchR ersetzt?

Aufgabe 5: SeiR? mit der natiirlichen Topologie versehen und
A= {(x,sinZ") ; x> 0}.
a) Bestimmen Si@.

b) Zeigen Sie, dash eine zusammenh&ngende Teilmenge Rdnist.

c) Zeigen Sie, dasa nicht kurvenzusammenhangend ist, und geben Sie die Anzahl der
Kurvenzusammenhangskomponenten Ram. @

Aufgabe 6*: SeiR" mit der natirlichen Topologie versehémh,ein (n— 1)—dimensionaler
Unterraum vorR", a € R" undH := a+U. Bestimmen Sie die Zusammenhangskomponen-
ten vonR"\H.

Hinweis: Benutzen Sie die Hessesche Normalform ¥n 6]



