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3. Ubung zur Vorlesung Topologie
(Abgabe: Dienstag, 11.05.2004, bis 11.30 Uhr im Ubungskasten)

Aufgabe 1: Bestimmen Sie alle Haufungs- und Randpunkte der Ménge {1 :ne N} ¢
R, wennR mit der natirlichen, diskreten, indiskreten bzw. coabzé&hlbaren Topologie verse-

hen ist.

Aufgabe 2: SeiX eine Menge und : P(X) — P(X) eine Abbildung mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) 0=0;

(2) furalleAc X gilt ACA;

(3) fiiralleAc X gilt AC A

(4) furalleA B C X gilt AUB=AUB.

Zeigen Sie, dass aXf eine eindeutig bestimmte Topologie existiert, so dafigr alle A C X
die abgeschlossene Hille von A in dieser Topologie ist.

Aufgabe 3: Gibt es eine Metrikd aufR", so dass zum einefsc 7y, falls0 ¢ A, und zum
andern jede—Kugel umO0 beziiglichd auch einee’-Kugel um0 bezliglich der Euklidischen
Metrik (Metrik d aus Beispiel (3.5) d)) ist? Gilt il gegebenenfalls das zweite Abz&hlbar-
keitsaxiom?

Aufgabe 4*:  a) Firn € N betrachten wir das PaéR",d) mit
d(X,y) = ’X1—Y1’ (X: (le"wxn)vy: (YL---aYn) € Rn)
Zeigen Sie, dasfR",d) ein pseudometrischer Raum ist. Wannd&tine Metrik?

b) SeiC|0,1] der Raum aller stetigen, reellwertigen Funktionen[8uf] und

(i) [[f]l1:= Xren[gﬁlf(X)l (f €C[0,1)),

(i \rfuzzzgl\f(x)rdx (f Cl0,1).

Zeigen Sie, dass hierdurch zwei Normen &0, 1] definiert sind und geben Sie die
induzierten Metriken aut[0,1] an.



c) Furi € {1,2} bezeichned; die von der Norm| o ||;, aus Teil b) induzierte Metrik auf

C[0,1]. Zeigen Sie:

feKh(0) = feK®0) (feC|0,1)).

d) Seif, € C[0,1],n € N, definiert durch

2n2x 0<X< 5
fa(x) := 4 —2n?(x— 1), X <x<i (neN).
0, 1<ix<1

Skizzieren Sief,, und zeigen Sie:

(i) feK2(0), g KH0)  (neN),
(i) lim da(f,0) = lim |[fafl1 = +oo

(iii) || o|l2 und]| o |2 sind nicht &quivalent.
Hinweis: Benutzen Sie bekannte Ergebnisse der Analysis.

Aufgabe 5: SeiH die nicht-euklidische Ebene aus Aufgabe 3, Ubung 2. Beweisen oder

widerlegen Sie fup: H — R, (X,y) — X
a) pist stetig.
b) pist offen.

C) pistabgeschlossen.



