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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Seien(F,G) ein DualsystemA C F undD die kreisformige Hulle vorA (siehe Lemma 1.3). Beweisen
oder widerlegen Sie:

a) Es gilt A° = DO,

b) Es gilt A= {0} genau dann, wenh’ = G.

c) Es giltA=F genau dann, wenA® = {0}.

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Beweisen Sie Lemma I1.18 der Vorlesung:

SeienE und F lokalkonvexe Hausdorffraume mit topologischen Dualraurgémund F’ und sei f

ein stetiger linearer Operator véhin F. Dann istf auch stetig als Abbildung vo(E, o (E,E’)) in
(F,o(F,F')).

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Beweisen Sie Lemma lll.1 der Vorlesung:

SeienE ein lokalkonvexer Raum urid eine Nullumgebungsbasis aus absolut konvexen und absorbie-
renden Mengen. Weiter sé) eine Familie von Halbnormen a#, die die Topologie vork erzeugt.
Dann sind fur beliebige Teilmeng@&hC E die folgenden Aussagen aquivalent:

() Bist beschrankt.

(i) B wird von jeder Nullumgebung absorbiert.
(i) Zu jedemU € U existiert einp > 0, so das8 C pU.

(iv) Furjede Halbnornp € Q ist p(B) eine beschrankte Menge i
Aufgabe 4 (7 Punkte)

Beweisen Sie Folgerung 11l.1 und Lemma I1l.4 der Vorlesung:
Sei(F,G) ein Dualsystem un8 C F. Folgende Aussagen sind aquivalent:

(i) Bisto(F,G)-beschrankt.
(i) Furalley e Gist (B,y) := {(x,y); x € B} beschrankt irk.
(iii) qa(y) :=sup{|(x,y)|; x € B} ist eine Halbnorm au®.

(iv) BYist eine absorbierende Teilmenge v@n

Definition: Fur einen topologischen Vektorraugist die DimensiondimE definiert als die maximale
Anzahl linear unabhangiger Vektoren. Fir einen Vektorunterrdunst die CodimensioncodimM
definiert als die Dimension vo/M.
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Aufgabe 5 (7 Punkte)
Zeigen Sie fiir einen Hausdorffraubdie Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Jeder Unterraum endlicher Codimension ist dictEin
(i) Es existiert keine abgeschlossene Hyperebelie in
(i) Kein endlich-dimensionaler Unterrauvhbesitzt einen komplementaren Unterraum, d. h. es exis-
tiert keinM C E mit dimM < oo, so dass ein Unterraud C E mit E =M & N existiert.
Definition: Ein lokalkonvexer Raum heifktornologisch falls jede absolut konvexe Menge, die alle

beschrankten Mengen absorbiert, eine Nullumgebung ist.

Aufgabe 6 (9 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass Lemma 111.3 nicht umkehrbar ist, d. h. dass lokalkonvexe Raumend eine
beschrankte lineare Abbildunigvon E in F existieren, so dasknicht stetig ist.

b) SeienE, F lokalkonvexe Raume und eine beschrankte lineare Abbildung v&nin F. SeiB
eine Teilmenge voiF, die alle beschrankten Teilmengen absorbiert. Zeigen Sie,fdd$B) alle
beschréankten Mengen B absorbiert.

c) SeiE ein lokalkonvexer Hausdorffraum. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) Eist bornologisch.

(i) Fur jeden lokalkonvexen Raufa gilt: Alle beschrankten linearen Abbildungdn: E — F
sind stetig.

Hinweis zua): Wahlen Sie fuF einen unendlich dimensionalen Banachrailin||-||g) und firE den
Raum(E,o(E,E’)), wobeiE’ der topologische Dualraum vdi&, ||-||) ist. Der Beweis, das$ = id
nicht stetig ist, kann dann z. B. fur

. 1/2
E= e mit g, = { [ of?at]

gefuhrt werden.

Aufgabe 7 (8 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass die kreisformige Hulle und der Abschluss einer prakompakten Mengeines
topologischen Vektorraumés prakompakt sind.
Hinweis Es darf benutzt werden, daBs x E, ein topologischer Vektorraum ist, falis, und Ex
topologische Vektorraume sind.

b) SeiE ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum. Zeigen Sie:Ast E prakompakt, dann ist
conv(A) i. A. nicht prakompakt und nicht beschrankt.
Hinweis Betrachten Sid\ := {n~Y/2(§)k>1; n € N} C /%2,



Aufgabe 8 (4 Punkte)
Beweisen Sie Lemma I11.25 der Vorlesung:
SeiE lokalkonvex undA C E. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

(i) Aist prakompakt.
(i) Jeder FiltetF mit A € F besitzt eine Verfeinerung, die Cauchy-Filter ist.

(i) Jeder UltrafiltetF mit A € F ist Cauchy-Filter.

Aufgabe 9 (4 Punkte)
Zeigen Sie am Beispiel des Dualsysteims (1), dass Vollstandigkeit nicht invariant unter kompatiblen
Topologien ist. (Die Kompatibilitat der Normtopologie vopmuss nicht bewiesen werden.)

Definition:

a) SeiE ein topologischer Vektorraum umilC E. A heil3t eineTonne in E falls A absolut konvex,
absorbierend und abgeschlossen ist.

b) Ein lokalkonvexer Raunk heil3ttonneliert wenn jede Tonne eine Nullumgebung ist.

Definition: Ein lokalkonvexer Raun{E,7") heil3tabsolut stark falls 7 = B(E,E’), wobei E’ der
topologische Dualraum voa ist.

Aufgabe 10 (3 Punkte)

a) SeiE ein lokalkonvexer Hausdorffraum. Zeigen Skeist genau dann tonneliert, wethabsolut
stark ist.

b) SeiE ein tonnelierter Hausdorffraum mit topologischem Dualrdt/Zeigen Sie: Die abgeschlos-
sene konvexe Hille jeder(E’, E)-kompakten Teilmenge vol’ ist 6(E’, E)-kompakt, ebenso die
abgeschlossene absolutkonvexe Hillle.

Hinweis Verwenden Sie Folgerung I11.9



