
LEHRSTUHL A FÜR MATHEMATIK Aachen, den 7. Juni 2004
Prof. Dr. E. Görlich,
Dipl.-Math. I. Klöcker

4. Übung zur Funktionalanalysis II
Abgabe: Montag, 21. Juni 2004 vor der Übung

Im Folgenden seiD(K) für eine kompakte TeilmengeK ⊂ Rn definiert wie in Beispiel 2 zu Satz 4 am
Ende von Kapitel I der Vorlesung. Zusätzlich seiD(Rn) :=

⋃
D(K), wobei die Vereinigung über alle

kompakten TeilmengenK desRn zu bilden ist.

Aufgabe 1 (6 Punkte)
SeiB die Familie aller TeilmengenV ⊂D(Rn) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) JedesV ∈ B ist absolut konvex und absorbierend.

(ii) Für jede kompakte TeilmengeK ⊂ Rn und jedesV ∈ B ist V ∩D(K) eine Umgebung inD(K).

Zeigen Sie: Es gibt genau eine VektorraumtopologieT aufD(Rn), für welcheB eine Nullumgebungs-
basis bildet, undD(Rn) versehen mit dieser Topologie ist ein lokalkonvexer Raum.

Hinweis: Übung 2, Aufgabe 7.

Aufgabe 2 (0 Punkte)
ersatzlos gestrichen

Definition: Ein SystemH von Halbnormen auf einem VektorraumE heißt filtrierend, wenn für je
zwei Halbnormenp1, p2 ∈ H positive Zahlena1, a2 und eine Halbnormp ∈ H existieren, so dass
ai pi(x)≤ p(x) für i = 1,2 und allex∈ E.

Aufgabe 3 (1+2+4+2 Punkte)
Zeigen Sie:

a) Für jede kompakte TeilmengeK ⊂ Rn und jedesm∈ N0 wird durch

pK,m(ϕ) := max
|κ|≤m

max
x∈K

|Dκ
ϕ(x)| für alle ϕ ∈C∞(Rn)

eine Halbnorm aufC∞(Rn) definiert.

b) Die FamilieH := {pK,m; K ⊂ Rn kompakt,m∈ N0} ist filtrierend und total.

c) SeiTH die von der FamilieH erzeugte lokalkonvexe Topologie aufC∞(Rn). Zeigen Sie, dass der
lokalkonvexe Raum(C∞(Rn),TH) metrisierbar ist, und geben Sie eine Metrikρ an, dieTH erzeugt.
Der Raum(C∞(Rn),TH) wird im Folgenden kurz mitE(Rn) bezeichnet.

d) Eine Folge(ϕν)ν≥1 ausE(Rn) konvergiert genau dann gegenϕ ∈E(Rn), wenn für jeden Multiindex
κ ∈ Nn

0 die Folge(Dκϕν)ν≥1 auf jedem KompaktumK ⊂ Rn gleichmäßig gegenDκϕ konvergiert.

http://www.mathA.rwth-aachen.de
mailto:goerlich@mathA.rwth-aachen.de
mailto:ingo.kloecker@mathA.rwth-aachen.de
http://www.mathA.rwth-aachen.de/lehre/ws03/funktionalanalysis/


Aufgabe 4 (4+2 Punkte)
Zeigen Sie:

a) Seiϕ ∈D(Rn) und(ϕν)ν≥1 eine Folge ausD(Rn)⊂ E(Rn). Dann folgt aus lim
ν→∞

ϕν = ϕ inD(Rn)

stets lim
ν→∞

ϕν = ϕ in E(Rn).

b) Seiϕ ∈ D(Rn) und fürν ∈ N sei

ϕν(x) :=
1
ν

ϕ

( x
ν

)
für allex∈ Rn.

Dann gilt(ϕν)ν≥1 ⊂ D(Rn) und lim
ν→∞

ϕν = 0 in E(Rn), aber nicht inD(Rn). Insbesondere ist die

Topologie vonD(Rn) nicht gleich der vonE(Rn) aufD(Rn) erzeugten Relativtopologie.

Definition: Sein∈ N und f : Rn → C eine Lebesgue-messbare Funktion.f heißt lokal integrierbar,
falls f über jeder kompakten Teilmenge vonRn integrierbar ist. MitL1

loc(Rn) wird im Folgenden der
lineare Raum der aufRn lokal integrierbaren Funktionen bezeichnet.

Aufgabe 5 (4 Punkte)
Sei f : Rn → C lokal integrierbar undTf : D(Rn) → C definiert durchTf (ϕ) :=

∫
Rn f (x)ϕ(x) dx für

alle ϕ ∈ D(Rn). Zeigen Sie:Tf ∈ (D(Rn))′.
Bemerkung: Die stetigen lineare Funktionale aufD(Rn), also die Elemente aus(D(Rn))′ werdenDis-
tributionen genannt. Eine DistributionT heißt regulär, falls ein f ∈ L1

loc(Rn) mit T = Tf existiert.
Anderenfalls heißtT singulär.

Aufgabe 6 (4 Punkte)
Seix0 ∈ Rn undδ :D(Rn)→ C definiert durchδ (ϕ) := ϕ(x0) für alleϕ ∈ D(Rn). Zeigen Sie, dassδ
eine singuläre Distribution ist (das sogenannte DIRACsche Delta-Funktional).

Aufgabe 7 (6 Punkte)
Der RaumD(Ω) sei definiert wie in der Vorlesung, Kap. I, Beisp. 5 (Ende Kapitel I), mit dem klassi-
schen Konvergenzbegriff „inD(Ω)“, d. h. eine Folge(ϕν)ν≥1 in D(Ω) konvergiert genau dann gegen
ϕ ∈ D(Ω), wenn ein KompaktumK ⊂Ω mit suppϕ ⊂ K und suppϕν ⊂ K für alle ν ∈ N existiert, so
dassDκϕν für alle κ ∈ Nn

0 aufK gleichmäßig gegenDκϕ konvergiert.

a) Konstruieren Sie eine Folge von Halbnormen(pk)k≥1 aufD(Ω) mit der Eigenschaft:
Eine Folge( fn)n≥1 in D(Ω) konvergiert genau dann gegen einf ∈ D(Ω), wenn es zu jedem Paar
ε > 0, m∈ N einn0 = n0(ε,m) gibt, so dassfn− f ∈ Uε,m für allen≥ n0, wobei

Uε,m := { f ∈ D(Ω); pk( f )≤ ε für alle 1≤ k≤m}.

b) Zeigen Sie, dassD(Ω) unter der von denpk erzeugten Topologie ein metrisierbarer lokalkonvexer
Raum ist und dass dieUε,m dort eine Nullumgebungsbasis bilden. (Insbesondere ist zu zeigen: Die
pk sind Halbnormen und die Folge(pk)k≥1 ist total.)

Aufgabe 8 (5 Punkte)
Zeigen Sie, dass aufLp(0,1) für 0 < p < 1 kein nicht-triviales stetiges lineares Funktional existiert.
Hinweis: H. H. SCHAEFER, Topological Vector Spaces, 1971, S. 34.



Aufgabe 9 (7 Punkte)
Zeigen Sie, dass in einem topologischen VektorraumE genau dann nicht-triviale stetige lineare Funk-
tionale existieren, wenn es eine konvexe NullumgebungU 6= E gibt.
Hinweis: Zeigen Sie für die Rückrichtung, dass Lemma I.14 i) auch unter der Voraussetzung „E ein
topologischer Vektorraum“ gültig bleibt, und beweisen Sie folgende Version des Satzes von Hahn-
Banach:
Sei E ein topologischer Vektorraum,a ∈ E und p eine stetige Halbnorm aufE. Dann existiert ein
lineares stetiges Funktionalf ∈ E′ mit

f (a) = p(a) und | f (x)| ≤ p(x) für allex∈ E.


