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4. Ubung zur Funktionalanalysis II
Abgabe: Montag, 21. Juni 2004 vor der Ubung

Im Folgenden seD(K) fiir eine kompakte Teilmenge C R" definiert wie in Beispiel 2 zu Satz 4 am
Ende von Kapitel | der Vorlesung. Zusatzlich §&iR") := |JD(K), wobei die Vereinigung uber alle
kompakten TeilmengeK desR" zu bilden ist.

Aufgabe 1 (6 Punkte)
SeiB die Familie aller Teilmengew c D(R") mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Jeded/ € B ist absolut konvex und absorbierend.
(i) Fur jede kompakte Teilmende C R" und jeded/ € BistV N'D(K) eine Umgebung iD(K).

Zeigen Sie: Es gibt genau eine Vektorraumtopoldgiauf D(R"), fur welcheB eine Nullumgebungs-
basis bildet, und®(RR") versehen mit dieser Topologie ist ein lokalkonvexer Raum.

Hinweis Ubung 2, Aufgabe 7.

Aufgabe 2 (0 Punkte)
ersatzlos gestrichen

Definition: Ein SystemH von Halbnormen auf einem Vektorraukh heil3tfiltrierend, wenn fir je
zwei Halbnormenpy, p2 € H positive Zahlenmay, a; und eine Halbnornp € H existieren, so dass
aipi(xX) < p(x) firi=1,2und allex € E.

Aufgabe 3 (1+ 2+ 4+ 2 Punkte)
Zeigen Sie:

a) Fur jede kompakte Teilmendé c R" und jedesn € Ng wird durch

Pk.m(®) ;= maxmaxD*¢(x)| firallep € C*(R")

|x]<m xeK
eine Halbnorm au€>°(R") definiert.
b) Die Familie := { pk m; K C R" kompaktm € Np} ist filtrierend und total.

c) Sei7y die von der Familig{ erzeugte lokalkonvexe Topologie & (R"). Zeigen Sie, dass der
lokalkonvexe RauniC> (R"), 7;;) metrisierbar ist, und geben Sie eine Mepilan, die7;, erzeugt.
Der Raum(C*°(R"), 73,) wird im Folgenden kurz mi€ (R") bezeichnet.

d) Eine Folge(oy),>1 aus€(R") konvergiert genau dann gegere £(R"), wenn fir jeden Multiindex
k € Nj die Folge(D*¢y)y>1 auf jedem Kompakturik C R" gleichméaRig gegeD* ¢ konvergiert.
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Aufgabe 4 (4+ 2 Punkte)
Zeigen Sie:

a) Seip € D(R") und(¢y)y>1 eine Folge au®(R") c £(R"). Dann folgt aus lime, = ¢ in D(R")
stets lime, = ¢ in ER").

b) Seip € D(R") und furv € N sei

_1ooxy N
Oy (X) .—;(p(;> furallexe R".

Dann gilt(¢y)y>1 C D(R") undvlim @y = 0in E(RM), aber nicht inD(R"). Insbesondere ist die
Topologie vorD(R") nicht gleich der vor€ (R") auf D(R") erzeugten Relativtopologie.

Definition: Seine N und f : R" — C eine Lebesgue-messbare Funktiérhei3tlokal integrierbar,
falls f Uber jeder kompakten Teilmenge v&t integrierbar ist. MitLlloc(]R”) wird im Folgenden der
lineare Raum der au" lokal integrierbaren Funktionen bezeichnet.

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Sei f : R" — C lokal integrierbar und’s : D(R") — C definiert durchT¢(¢) := [pn f(X)@(X) dx fur
alle p € D(R"). Zeigen SieT; € (D(R"))".

BemerkungDie stetigen lineare Funktionale aDf R"), also die Elemente ay®(R"))’ werdenDis-
tributionen genannt. Eine Distributio heiRtregular, falls ein f € LL (R") mit T = Tt existiert.
Anderenfalls heil3T singular.

Aufgabe 6 (4 Punkte)
Seixg € R"undd : D(R") — C definiert durchd (@) := ¢(Xo) fur alle ¢ € D(R"). Zeigen Sie, das8
eine singulare Distribution ist (das sogenannteAzsche Delta-Funktional).

Aufgabe 7 (6 Punkte)

Der RaumD(Q) sei definiert wie in der Vorlesung, Kap. |, Beisp. 5 (Ende Kapitel I), mit dem klassi-
schen Konvergenzbegriff ,itP(Q)“, d. h. eine Folg€ gy ),>1 in D(Q) konvergiert genau dann gegen
0 € D(Q), wenn ein KompaktunK C Q mit suppp C K und suppp, C K fir alle v € N existiert, so
dassD* g, fir alle k € Nj aufK gleichméaRig gegeB* ¢ konvergiert.

a) Konstruieren Sie eine Folge von Halbnorn{gn)k>1 auf D(Q) mit der Eigenschaft:
Eine Folge(fn)n>1 in D(Q) konvergiert genau dann gegen dire D(Q), wenn es zu jedem Paar
€ >0,me N einng = ng(e,m) gibt, so dasd, — f € Ue m flir allen > ng, wobei

Uem:={T € D(Q); p(f) <eflralle 1<k <m}.

b) Zeigen Sie, das®(Q) unter der von demy erzeugten Topologie ein metrisierbarer lokalkonvexer
Raum ist und dass dié;  dort eine Nullumgebungsbasis bilden. (Insbesondere ist zu zeigen: Die
pk sind Halbnormen und die Foldy)i>1 ist total.)

Aufgabe 8 (5 Punkte)
Zeigen Sie, dass al(0,1) fir 0 < p < 1 kein nicht-triviales stetiges lineares Funktional existiert.
Hinweis H. H. SCHAEFER Topological Vector Spaces, 1971, S. 34.



Aufgabe 9 (7 Punkte)

Zeigen Sie, dass in einem topologischen Vektorr&igenau dann nicht-triviale stetige lineare Funk-
tionale existieren, wenn es eine konvexe Nullumgelung E gibt.

Hinweis Zeigen Sie fur die Ruckrichtung, dass Lemma 1.14 i) auch unter der VoraussetZusig ,,
topologischer Vektorraum* giltig bleibt, und beweisen Sie folgende Version des Satzes von Hahn-
Banach:

Sei E ein topologischer Vektorrauna € E und p eine stetige Halbnorm alE. Dann existiert ein
lineares stetiges Funktionélc E’ mit

f(a)=p(a) und |f(x)| < p(x) furallex e E.



