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Definition: Eine Abbildung]|-|| von einem Vektorraurk in R hei3tQuasi-Norm falls gilt:
Q1) Fur allex € E gilt ||x|| > 0, und es gilt|x|| = 0 genau dann, werx= 0.
Q) Es gilt]|ax|| = |o]||x|| fur allea € K, x € E.
Qs) Es existiert eirk > 1 so, dasgx+y|| < k(||x|| + ||y||) fur allex,y € E.

E heil3t danmuasi-normiert

Definition: Eine TeilmengeB eines topologischen VektorraumEsheildt beschranktfalls fur jede
NullumgebundJ ein p > 0 existiert, so dasB C pU. Ein VektorraumE heil3tlokalbeschranktfalls
er eine beschréankte Nullumgebung besitzt.

Aufgabe 1 (8 Punkte)
Zeigen Sie, dass ein topologischer Vektorraum genau dann quasi-normierbar ist, wenn er ein lokalbe-
schrankter Hausdorffraum ist.

Bemerkung 1: Fur lokalkonvexe Raume gilt die folgende Variante:
Ein lokalkonvexer Raum ist genau dann normierbar, wenn er ein lokalbeschrankter Hausdorffraum ist.

Definition: Sei 0< p < 1. Eine Teilmenge\ eines Vektorraumel heil3tp-konvexfalls Ax+ uy € A
furallex,y € Aund alle), u > 0 mit \P + uP = 1.

Definition: Sei 0< p < 1. Eine Abbildung||| - ||| von einem Vektorraunk in R heif3t einep-Norm,
falls gilt:

P1) Fir allex € E gilt |||x||| > 0, und es gilt||x||| = 0 genau dann, werx= 0.
P) Es gilt|||ax]||| = |a|P]|||x||| fur alle @ € K, x € E.
P3) Es gilt [[[x+y[[| < [Ix][[ + [[yl]| far allex,y € E.

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Sei E ein Hausdorffscher topologischer Vektorraum. Zeigen Sie, dass die Topologie des Raumes
genau dann durch einr@Norm gegeben werden kann, wekreine p-konvexe beschrankte Nullum-
gebung besitzt.

Hinweis Fur die Ruckrichtung verwende man Bemerkung 1.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Beweisen Sie Lemma I.15 der Vorlesung:

Seien@ eine Familie von Halbnormen auf einem Vektorradmnd 7, die vonQ erzeugte Topologie.
Folgende Aussagen sind aquivalent:

(i) (E, 7o) ist ein Hausdorffraum.
(i) Zu jedemx € E mit x # 0 existiert einp € Q mit p(x) > 0.

(i) Qist total.
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Aufgabe 4 (9 Punkte)
Seis:= {X= (X)k>1; Xk € C} der Raum aller Zahlenfolgen umbtdie Metrik

e 1 [X—¥

d(X’y) = Z

KT v ol fur allex = y= cs
G 241+ X — W (X1, Y = (k=1

a) Seilly 7 = {Xx€'s, maxeys || < €} fur alle e > 0 und alleJ C N endlich. Zeigen Sie, dass
U :={Ue 7, € >0, J C Nendlich; eine Nullumgebungsbasis ist.

b) Zeigen Sie mittels Bemerkung 1, dass &ikeine Norm existiert, die die gleiche Topolodig
erzeugt wied.

c) Beweisen Sie direkt, dags, 7q) nicht normierbar ist.

Aufgabe 5 (7 Punkte)

(vgl. die Bemerkung nach Lemma I1.1) SeiénF lokalkonvexe Raume Ubek, deren Topologien
durch FamilienQg und O von Halbnormen bestimmt sind. Weiter §ei E — F eine lineare Abbil-
dung. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) f iststetig aufE.

(i) Zu jeder beliebigen stetigen Halbnoqrauf F existiert eine stetige HalbnormaufE, so dass

q(f(x)) < p(x) furallexeE.

(iif) Zu jeder beliebigen Halbnorimpe Qf existieren eirM > 0 und Halbnormems, ..., pn € Qg, SO
dass

S

q(f(x) <M pk(x) farallexeE.
V=1

Definition: SeiE ein Vektorraum und? eine Familie von Halbnormen a&f. Q heil3tsaturiert falls
far beliebigepy, ..., pn € Q auch max<k<n px eine Halbnorm aug) ist.

Aufgabe 6 (6 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass sich jede lokalkonvexe Topologie durch eine saturierte Familie von Halbnormen
erzeugen lasst.

b) Wie wirkt es sich auf das Stetigkeitskriterium in Aufgale 5 aus, w@rsaturiert ist?

Aufgabe 7 (5 Punkte)
Seil eine Uberabzahlbare Menge uBd) := {f : | — R} der Vektorraum aller reellwertigen Funktio-
nenf aufl. Durch die Familie von Halbnormen

{pe(f) = [fO)tel}

sei eine lokalkonvexe Topologie a&l) erzeugt. Zeigen Sie, dass es keine Metrik gibt, die diese
Topologie erzeugt.
Hinweis Benutzen Sie die Nullumgebungsbasis aus Satz I.3.



