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Aufgabe 1 (2 Punkte)
Geben Sie ein Beispiel an fur einen topologischen Vektorrewmd eine Mengé\ C E, die kreisfor-
mig aber nicht Nullumgebung ist.

Definition: SeiE ein Vektorraum tUber einem Korp& € {R,C}. Eine Teilmenge\ C E heil3tausge-
glichen falls zu jedenx € E ein A > 0 existiert, so dasse MA.

Aufgabe 2 (2 Punkte)
Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) Ist A absorbierend, dann istausgeglichen.

b) Ist A ausgeglichen, dann istabsorbierend.

Aufgabe 3 (5+ 1+ 2 Punkte)
SeienE ein topologischer Vektorraum GbEre {R,C} undA C E. Zeigen Sie:

a) Ist A konvex, kreisformig, absolut konvex oder absorbierend, so besitzt die AbschlidAorgA
jeweils dieselbe Eigenschatft.

b) Ist Akonvex, so auch ihr Inneres ift

c) Falls zusatzlich @ intA gilt, so impliziert die Kreisférmigkeit oder die absolute Konvexitat von
dieselbe Eigenschaft fur iAt

Aufgabe 4 (3 Punkte)
SeiE ein topologischer Vektorraum umdC E absorbierend. Beweisen oder widerlegen Sie in diesem
Fall die folgenden Aussagen:

a) Es gilt O intA.

b) intA ist absorbierend.

Aufgabe 5 (4 Punkte)

SeiK € {R,C},C(R,K) := {f : R = K; f stetigy und pn(f) := maxc_nn |f(t)|, n€N. Zeigen Sie:
Der RaumC(R,K) bildet unter der durch die Halbnormem( f) induzierten Topologie einen lokal-
konvexen, metrisierbaren Hausdorffraum, welcher aber nicht normierbar ist.
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Definition: SeiE # () eine beliebige Menge.

a) Eine Mengenfamiliex C P(E) := {A; AC E} heil3t einFilter aufE, falls gilt:
F1) F#0und) ¢ F,
F) Fur alleA B € F gilt ANB € F,
Fs) FuralleAc Fund alleBC Emit AC Bgilt Be F.

b) Eine Mengenfamilig3 C P(E) heil3t eineFilterbasisauf E, falls gilt:
FB1) B+ (0 und( ¢ B,
FBy) Fur alleA B € B existiert einC C ANB, so das€ € B.

Aufgabe 6 (4 Punkte)
SeiE ein Vektorraum Uber dem Korp& und. A\ eine Filterbasis auE mit den Eigenschaften

NU;) Jeded) € N ist absorbierend.

NU,) Jeded) € N ist kreisformig.

NUs) Zu jedemU € N existiert einV € N mitV +V c U.
Zeigen Sie:

a) Zu jedemn € N und jedenl € \ existiert einV € \/, so dass !,V :=V + 3"V C U.

b) Zu jedema € K und jedenlJ € N existiert einV € N, so dassxV C U.

Aufgabe 7 (6* Punkte)

SeiE ein Vektorraum undV eine Filterbasis mit den Eigenschaftdhl;) — NUs). Zeigen Sie: Dann
existiert genau eine Topologi& auf E, so dasSE,7) ein topologischer Vektorraum unll eine
Nullumgebungsbasis ist.

Aufgabe 8 (4 Punkte)
SeiK € {R,C}. Zeigen Sie, dass der topologische Vektorraum

Pi= {x: (X )k>1; X € K, z x| P < oo}
K=1
fur 0 < p < 1 unter der Metrild(X,y) := S 21X — Y|P nicht lokalkonvex ist.

Aufgabe 9 (4 Punkte)

SeiE ein Vektorraum uber dem Korpé € {R,C}. Weiter seierA, B C E absolut konvexe und ab-
sorbierende Teilmengen v@hund pa(X) :=inf{\; A > 0, x € AA} das Minkowski-Funktional voi.
Zeigen Sie:

a) Ista € K\ {0}, so gilt pga(x) = |715‘|0A(X) fur allex € E.
b) pans(X) = max{ pa(x), ps(x)} fur allex € E.
c) IstAC B, so giltps(x) < pa(x) fur allex € E.
d) SeiB C E derart, dass
{X€E; pa(x) <1} c BC {x€E; pa(x) <1}.
Dann gilt pg(X) = pa(x) fur allex € E.



