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6. Ubung zu Zahlbereichserweiterungen
(Abgabe: Montag, 16.06.2003, vor der Ubung)

Aufgabe 1: Zeigen Sie, dass die in der Vorlesung eingefiihrte Multiplikation ® so-
wie die Kleiner-oder-gleich-Relation (<) unabhéingig von den gewihlten Reprisentanten
sind.

Aufgabe 2: In einem Ring (R, +,-) gelten fiir a,b, ¢ € R die folgenden Regeln (vgl.
Lemma 3.8 der Vorlesung):

a) Aus a+ c=b+ cfolgt a =b.

b) Die Gleichung a + = b hat genau eine Losung z € R, ndmlich z = b+ (—a).
¢) —(—a) =a, —(a+b) = (—a) + (=b), —0=0.

d)a-0=0-a=0

e) —(a-b)=(=a)-b=a-(=b)

) (~a)- (-b) =a-b

Aufgabe 3: Beweisen Sie aus Satz 3.10 der Vorlesung: (Z, +, -) ist ein kommutativer,
unitirer Ring.

Aufgabe 4: Sei (R, <) ein angeordneter, unitirer Ring. Zeigen Sie, dass fiir alle
a, b, ¢, d € R gilt (vgl. Lemma 3.18 der Vorlesung):

a) a < b ist dquivalent zu —b < —a.

b) Aus a < bund c < d folgt a +c < b+d.

¢) Aus 0 < a < bund 0 < c < d folgt ac < bd.
Es gilt 1 > 0 und a? > 0 fiir alle a € R, a # 0.
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d) Aus a < b und ¢ < 0 folgt ac > be und ca > cb.
)
f)

Sei0 < a<b,sodass a=! € Rund b~! € R existieren. Dann gilt 0 < b~! < a™%.
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Aufgabe 5: Sei (R, <) ein angeordneter, unitirer Ring. Beweisen Sie, dass fiir alle
a,b € R gilt (vgl. Lemma 3.21 der Vorlesung):

a) a < |a|, |a] > 0 und |a| = 0 genau dann, wenn a = 0.
b

| —al = lal.

la

c = |al [b].

d) |a7t| = |a|™!, falls a7t € R existiert.

e) la+0b| <l|a|+|b] (Dreiecksungleichung).
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f) la = b > [la] = b]].
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