[LEHRSTUHL A FUR MATHEMATIK Aachen, den 31. Juli 2003
Prot. Dr.E. Gorlich,
Dipl.-Math. T. Heck, I. Klocker

Musterlosung der 14. Ubung zur Analysis IV

Aufgabe 1 (je 3" Punkte)
Seien a,b,c € Rmita >0, b > 0 und ¢ > 1. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

00 x2
dx,
2 /_oo (x2 +a2)(x2 +b?) *

b) /OO xsin(bx) o

00 a2+x

2n dx
By -
0o (c+cosx)

" /2” cost + smt
2 +sint

Losung

a) R(x):= WW ist eine rationale Funktion, die auf R keine Pole hat. Der Grad des Nenner-
polynoms ist 4 und damit um 2 groBer als der Grad des Zihlerpolynoms. Daher gilt nach Satz XXI
(3.3)

o0
/ R(x) dx = 2mi Z Res,,(R).

- weC
Imw>0

R(x) hat in der oberen Halbebene nur einfache Pole in ia und ib (oder im Fall a = b einen Pol
zweifacher Ordnung in ia = iD).

l.Fall: a # b
Resia(R) = —— / 2 dz_crr. (@) _  —a
T omi Jakeiay (z i) (2 +D%) z—ia  2ia(—a?+b?)  2i(b2—a?)
und analog
—b
Resip(R) = ——5—5~.
esi(R) = 2= )
2.Fall:a=0>
Res; (R)—L/ 2 dz__cir d L _...- 1
om0 Jokeia) (z+ia)? (z—ia)?  dz \(z+ia)? ) |, dia
Also ist )
/oo 2 | E a#h,
—oo (X2 +a?)(x% +b?) = a=>h.
00 b t
b) / xsin(by) 2 / R(t)sint dt, wobei R(t) = 7eine rationale Funktion ist, die auf
0 a2+x2 (ab)?+

R keine Pole hat. Der Grad des Nennerpolynoms ist grof3er als der Grad des Zihlerpolynoms. Daher
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c)

d)

ist nach Satz XXI (3.5)

% xsin(bx) ;
—— 2 dx=2nRe Res,,(R(7)e**
Imw>0

R(z)e™" = hat in der oberen Halbebene nur einen einfachen Pol in iab mit

Zeiz
(z-+iab)(z—iab)

. 1 e dz crLFe
Resjqp(R(2)e") = =—— / -
Lab( (Z>e ) i Ke(iab) 2+ iab z —iab 2

Deshalb ist (b
°© xsin
e
—c0 a°+X
R(x,y) := m ist eine rationale Funktion, die wegen ¢ > 1 auf {(x,y) € R x R; x* +y*> = 1}
definiert ist. Definiere

o=t} (c) 4 (1) i

Nach Satz XXI (3.1) ist dann

21 dt 21 ~
—_— = R(cost,sint) dt =2m Res,(R).
/() (c+cos t)2 0 ( ) ae;(o) oK)

2 +2cz+1=(z—21)(z—22), wobei z1 :== —c— V2 —1 < —1,also z; € K1(0), und —1 < 75 :=
—c+Vc?—1<0,da % = 7”2_’]1“ < —1,also z; € K (0). R hat also in K7 (0) nur einen zweifachen
Pol in 7o mit

1 47 dz  cur d 4z
Res,, (R) = — T 2z \(z—7)2
e (R) = 5 /E)Ks(zz) (z—21)* (z2—22)*  dz ((Z—Zl)z)

Also ist

C

T (2—1)32

=22 (

/27‘ dt _ 2me
0 (ct+cost)?  (c2—1)3/2

R(x,y):= x+y ist eine rationale Funktion, die auf {(x,y) € R x R; x*> +y? = 1} definiert ist. Definiere

N 1 1 1\ 1 1 1+ +i—1

R)=-R(=(z+-),=(z==))=--= ' .

@)= (2 (Z Z) 2 (Z Z)) 2(2? +4iz— 1)
Nach Satz XXI (3.1) ist dann

/27‘ cost + sint
0 2 +sint

27:
—/ (cost,sint) dt =2m ) Resq(R).
aGK](O)

P +4iz—1=(z— (=2i—iV3))(z— (—2i+iv/3)), wobei (—2 —v/3)i & K1(0) und (=2 ++/3)i €
K1(0). R hat also in K1 (0) nur Pole in 0 und in (—2 + +/3)i mit

~ 1 N 2 v 1
Reso(R) €L ﬂ;l)z i g
zZ+4iz—1 | _,
_ o crr (1+)2+i—1 2
Res (R) = — ... =i—24/3.
(~2+v3i(K) 22+ 2+ V3)i) | as v 3
Also ist , )
T cost 4 sint . 3
/0 S s 4 = 2n(Reso(R) +Res( 5, 5),(R)) = (2= 3V3)x.



Aufgabe 2 (6" +2* Punkte)

a) Sei R(x) eine auf R polstellenfreie rationale Funktion mit R(0) # 0 und existiere ein A € R, so
dass
lim x*|R(x)| =0,
X—00

ist. Zeigen Sie: Ist
f@)=(-2""'R(z), firallezeC\Ry,

A=l — exp((A—1)Log(—z)) sei, dann gilt

wobei (—z)

/oox’\lR(x)dx: i Z Res,(f).

0 SIN AT 4cC\R,
00 A1
b) Berechnen Sie fiir a € R, und 0 < A < 1 das Integral / m dx.
0 Xx+a
Y2
!
Hinweis zu a): Betrachten Sie einen Integrationsweg wie in X
der nebenstehenden Skizze und lassen Sie r — oo gehen. O L r r

'Y4 ‘“\T\(W\\\,:
V3

Losung

a) Da (—2)*! = exp((\ — 1) Log(—z)) holomorph in C\ R, ist, ist f meromorph in C\ R,. Sei
I':=v1 @Y DY3 DYs, wobei

1 .
Y [=,r] = Cit—re'?,
r

20 [9,2n— @] — C,t + re”,
1 )
Yil—r——] = C,t+— —te™"?,
r

Yo (0,21~ ¢] = C,t i 5
.

Da R eine auf R, polstellenfreie rationale Funktion ist, sind fiir » > 0 und 0 < ¢ < 27 alle Polstel-
len von R im Inneren von I'. Also gilt nach dem Residuensatz

/F fz)dz=2mi ) Resq(f),

HGC\R+

da offensichtlich nr(a) = 1 fiir alle a im Inneren von I'. Sei r > 1 beliebig, fest. Dann ist

fl2)dz — / (A-DLoe(-2) R (2 g
Y1 Y1



b)

= /; e()‘_I)Log(_tei(p)R<tei(p>ei(p dt
1/r

r

_ / / A1) 08r4(0-T) R (16i9) 0 gy
1/r

denn Log(—e'®) = logt +iarg(te!® ™) =logt+i(¢ —m). Da der Integrand als Funktion von (¢, ®)
stetig ist, folgt fiir @ — 0

lim (Z) dZ:/ e(/\fl)(logtfin)R(t) dt = _eiﬂ')\/ l‘AilR(t) dr.
¢—0Jy, 1/r 1/r

Analog folgt
. r
lm/f@&:ém/tAT@m.
¢—0Jy; 1/r
Also ist

1mnm/ﬂ@&+/ﬂ@&:ﬁm@m/%kmmm.
T

r—00 @—0 Y 0

Sei R = 5 mit P,Q € R[x]. Wegen lim x* |R(x)| = 0, gilt grad Q > X + grad P, d. h. es existiert ein
X— 00

€ > 0, so dass grad Q > \ 4 €+ grad P. Daher ist

RE@I< s furl] >R
und damit
/f(z)dz = /e(Al)L"g(Z)R(Z)dz
"2 "2
2n—¢ .
< / re(’\’l)logr’R(re”)’ dt
¢
2n—0 .
= r>‘/ IR(re")| dt
¢
r>R n M
A
< r /0 e dt
2nM
= — 0.
¢ rooo
Analog folgt
lim /f(z)dz =0.
rmoo |y

Insgesamt folgt damit
oo
sin(\r) / AR@di=n Y Res(f).
0 HGC\R+

Fiir \ ¢ 7Z folgt damit direkt die Behauptung und fiir A € Z folgt die Behauptung durch stetige
Fortsetzung in C.

Seia € R und A € (0,1). Dann ist R(x) := x}r—a eine auf R% polstellenfreie rationale Funktion mit
R(0) # 0 und

lim x* =

X—00 x+a




. A—1)Log(—z . . . . .
Definiere f: C\R} — C,z — % Bis auf einen einfachen Pol in —a mit Res_,(f) =

eA—DLoga — ;A1 st £ holomorph auf C \R%. Also ist nach a)

0o xA-1 o A
dx = Res_ = .
/0 x+a o sin AT a(f) sin AT

Aufgabe 3 (10" Punkte)
Sei {(s) die Riemannsche Zetafunktion und ¥(s) = (1 —2!7%){(s) fiir Re(s) > 1 (wohldefiniert?).
Zeigen Sie:

a)

oo ¢5—1
E(s) = F(ls) /0 el; — dt fur Re(s) > 1.

b)

1 oo 571
Y(s)= dt fir R 1.
=5 /O Spde fir Re(s) >

c¢) Die Integraldarstellung aus b) stellt fiir Re(s) > 0 eine holomorphe Funktion dar.

d) &(s) ldsst sich in die Halbebene {s € C; Re(s) > 0} meromorph fortsetzen und hat hochstens Pole
ins =1 oders =1+ fiirk € Z.

e) Fiihren Sie die Aufgabenteile b)-d) fiir (1 —3'=*){(s) durch.

f) C(s) hat genau einen Pol in {s € C;Re(s) > 0} und zwar bei s = 1.
Hinweis: % ist irrational.

Bemerkung: Die Reihendarstellung von W(s) konvergiert genau fiir Re(s) > 0, was aber nicht ganz
so einfach zu zeigen ist. Sie konvergiert genau fiir Re(s) > 1 absolut.

C(s) lasst sich mit Hilfe einer Funktionalgleichung auf ganz C meromorph fortsetzen. Sie hat bei
s = 1 ihren einzigen Pol, der einfach ist. Das Residuum ist 1. Die (noch unbewiesene) Riemannsche
Vermutung besagt, dass alle nichttrivialen Nullstellen (also nicht die einfachen Nullstellen in z €
—2N) auf der Geraden Re(s) = % liegen. Bekannt ist, dass alle sonstigen Nullstellen im Streifen
0 < Re(s) < 1 liegen. Zusitzlich bewiesen ist, dass unendlich viele Nullstellen von {(s) auf der
Geraden Re(s) = % liegen.

Losung Da {(s) und 1 — 2!~ fiir Re(s) > 1 definiert und holomorph sind, ist ¥ dort wohldefiniert.
Mit der Substitution u = nt folgt

> -1 -1 [0 e
/ e dt =n"n” / W e du=T(s)n"".
0 0

Konvergiert ) °° , a,n™* lokal gleichmiBig, so gilt

io:a n_s—L io“a /Oots_le_’" dt—L/OOF(e_t)ts_] dt (1)
n - n -
n=1 F<S) n=1 0 F(S) 0

mit F(z) = Y02 apz". Gleichung (1) heiBt auch Mellinsche Transformationsformel.

a) Fiir {(s) = Y02, n~* ist die zugehorige Potenzreihe

F(2) f" Do farjg <
7)=) d'=———1=—— firlg <1
n=1 l-z l-z



b)

c)

d)

Also ist
F(e™) e ! firz >0
— = Ir
¢ l—e? e —1 “

und mit () folgt die Behauptung.
Fir P(s) = (1 =2179(s) = £22, " —2Y° ,(2n) = = Y20, (—1)""!'n~% ist die zugehorige Po-

n=1
tenzreihe

o)=Y (~1) 12—

n=1

—~ fiir|z] < 1.
14z

Also ist |
—t\ __ .o
F(e ) = m firt >0
und mit (@) folgt die Behauptung.

Wir gehen analog vor wie fiir die Gammafunktion in Satz XX (5.4): Fiir 0 < 6 = Re(s) gilt
1 tsfl 1 thl 1
/ dt g/ dtg/tc‘ldt<oo
0o e+1 0oe+1 0

o0 tS*l o0 tG*l o0
/ —— dt g/ dth/ 12 dt < oo,

1 e +1 1 e+1 1
dae’ +1 > Mt°H! fiiralle t € [1,00). Da (s,1) % auf U = {s € C; Re(s) > 0} x (0,00) holo-
morph ist und

und

d 71 _logr
dse'+1 e +1
stetig auf U ist folgt mit XVIII (5.3), dass

o0 l,S*1
dt
s /O o
holomorph ist fiir Re(s) > 0. Nach Aufgabe 2 der 9. Ubung ist I'(s) ebenfalls holomorph fiir Re(s) >
0 und wegen

N

n'-n
I'(s) =1
(s) nLH‘DlOS(S—Fl)'...'(S—l—I’l)

ist I" nullstellenfrei fiir Re(s) > 0. Damit folgt die Behauptung.

fiir Re(s) >0

Nach c) ist ¥ holomorph auf der rechten Halbebene. 1 — 2!~ hat genau einfache Nullstellen in

s:li% fiir k € Z, denn

21 =1 o 21 o (1-5)log2 = 2mik, k € Z,

und die Ableitung ist an diesen Stellen ungleich Null. Also lésst sich { auf die rechte Halbebene
meromorph fortsetzen und hat dort hochstens Pole in diesen s.

Analog zu b)-d) erhalten wir:

(1-3'7)(s) = ¥, aun~, wobei a, = { > "
= ! 1 sonst.
Das zugehorige F lautet F(e™") = 62;;%1_2 Insgesamt folgt, dass { hochstens Pole in s = 1 + %

hat.



log3 _ p
g2 ¢
der Primzahlzerlegung ist. Also sind log2 und log3 iiber Q linear unabhingig. Daher hat { nach
d) und e) auf der rechten Halbebene hochstens einen einfachen Pol in s = 1. Da {(1) gerade die

harmonische Reihe ist, liegt dort auch tatsdchlich ein Pol vor.

f) Angenommen mit p,q € Z\ {0}. Dann ist 39 = 27 was ein Widerspruch zur Eindeutigkeit



