LEHRSTUHLA FUR MATHEMATIK Aachen, den 24. Juli 2003
Prof. Dr. E. Grlich,
Dipl.-Math.|T. Heck: I. Kbcker

Musterl6sung der 13.Ubung zur Analysis IV

Aufgabe 1 (3 Punkte) Seg holomorph auf einem Gebi& mit K1(0) C G. Zeigen Sie mit Hilfe des
Satzes von Rou@) dass die Gleichurgyz) = zgenau eine tsung fir |z| < 1 hat, falls|g(z)| < 1 ist
fur allezmit |z = 1.

Losung Im Satz von Rouch setzen wil = 9K3(0) und f(z) = —z, §(2) = 9(z) — z Damit sind
die Voraussetzungen des SatzesitirfU = G ist offen,K1(0) C U. I" ist der Randzyklus voi;(0),
f,§:U — C sind holomorph.

Mit w = 0 gilt

1f(2—§(2)| =19(2)| <1=|2 =|f(z2) —w| firalleze dKy(0).

Also habenﬁund d die gleiche Anzahl (einschlieBlich Vielfachheiten) von NullstellefKif0), also
eine (wegerf (z) = —2).
Damit gilt auchg{z) = 0 genau einmal i1 (0), also existiert auch genau eire K;(0) mitg(z) =z

Aufgabe 2 (2+2 Punkte)

a) Es seip : C — C definiert durchp(z) := z+afir eina € C. Die Funktiong : C — C sei holomorph
in einer punktierten Umgebung van € C. Zeigen Sie:

Res,g=Res, a(god).

b) Seig: C — C definiert durchp(z) := azfur eina € C*. Drucken Sie Regg durch Reg /a(go 9)
analog zu a) aus.

LOsung
a) Aus der Definition des Residuums folgt mit der Substitutios: z+ a:

1 1

Res, - =Res,—a0(z+a) = — z adz:—./ =Re

So-al00®) =Res-a0(Zta) =5 [ A= o g Y
mit einem geeignetep > O.
b) Mit der Substitutiorw = azfolgt hier mit geeigneterp > 0
1 11 1

Re =Re az :—./ az dz=-— w) dw= - Res, g,

So/al0°0) =ReSy/a0(@2) = 55 | 098P 927 250 Jok g I S Re%9

also ergibt sich die Formel
Res,g=aRes;/a(go ).

Aufgabe 3 (2+2 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Residuen:

Zn—l
Reg ——, fU Z,
a) e$’sm“z urne

z—1
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LOsung

z 1 z+1
a) Wegen lim_,o—— = 1 gilt auch lim_, =1, also hat—=— einen einfachen Pol in= 0.
) Weg m Osinz g M OSim-1z sinz
Mit Lemma (1.4) b) gilt nun
1 1 Z"
Reg—— =Ilim(z—0)—— =Ilim —— = 1.
% sin"z zﬂo( )sm“z z-0sin"z

b) Seig(z) :==z—1undh(z) :=Log(z+ 1), alsof = g/h. g ist holomorph in 0. Wegeh(0) = 0 und
h(0) = Wll = 1+ 0 hat ¥/h einen einfachen Pol in 0.

Mit (1.4) b) und c) gilt nun

a(2) 1 1 -1
Reg f(z) =Reg—— = Regp—— = =—=-1
Aufgabe 4 (2+2+2+2 Punkte) Bestimmen Sie die Residuen der folgenden Funktionen in allen|ihren
Singularititen, die aul3erhalb des Definitionsbereiches liegen:
a) 1-cosz 1
2 C) zexp 13)
1 1
b) (Z2+1)¥ 9 sin(mz)”
Losung
a) 1}%2 ist holomorph inC \ {0}. Mit der Potenzreihenentwicklung von cos gilt:
1 1 00 c ZZk o0 " 122k—2
SA-co)=5 |- Y (D) =—+1| =Y ()=~
22( ) 72 ( kZo( ) (2k)! ) k;< ) (2k)!

Also ist Real‘z%z = 0, die Funktion hat in 0 eine hebbare Singukrit

b) Es gilt: (Z2+1)3 = (z—i)~3(z+i) 3. Also sind—i undi dreifache Polstellen VO@%@* weitere
isolierte Singularéten bestehen nicht.

Res L 1 1 (O | 1Y
Y2118 2m Jokg) 2103 (2= 1) Ceir . B-1) \(z1i)3

z=i

1 NN 1 ) _ 3.
Analog:
1 1 1\ 3.
iz (wr) |,

c) exp(1;) besitztinz= 1 eine wesentliche Singulaiitund ist ansonsten holomorph. Es gilt:

exp(i): % (_1n)!(1—z)“.

N=—o0




Also ergibt sich

0 0
! 1 1 0
T2 e T 2
0 n 1 1 n
=ear 2 Y ((—n)! ) Y

Damit folgt fur das Residuum:

1 1 1
Res (zexp(rz>) =-1+ 5= "%

d) ﬁ besitzt inz = k fur k € Z einfache Pole, da sfnz) einfache Nullstellen dort besitztiF die
Residuen dort gilt mit Lemma (1.4)c):

R 1 1 1 (D
X sin(m) (sintz)’ (k) mcogkm) T

Aufgabe 5 (3+3 Punkte) Seieffi,g holomorph ina € C. Zeigen Sie

a) Hatgin aeine Nullstelle 1. Ordnung, so gilt

f
Res — =
92

b) Hatgin aeine Nullstelle 2. Ordnung, so gilt

f 6f(a)g(a) 2()g" (@)
Resy = 3(g'(a))2 |

LOsung

a) Dag holomorph ist und dort eine Nullstelle 1. Ordnung hat, exisitierein0, so dass

oo g(n+l)(a)

9(2) = (z-a)h(z) = (z— ) Z)

> i G

mit h(a) = g'(a) # 0. Daf /g? in a hochstens einen Pol 2. Ordnung hat, gilt

also

/
£\’ f
lim z—az—) = lim a(z—a)<*? = lim ack+2)(z—a)“ =a 1 =Res
zﬂa(( ) g2 Z—a (kz—z ) kzl )( ) g



Damit ergibt sich das Residuum zu

f . f '
RG%E = lim ((z—a)2ﬂ> =

(f_Z))' t'(2h?(2) — f(2) - 2h(2)W(2)
d?(2) a\ h?(2) z-a h(2)
_ P(a)h(a) —2f(a)h'(a) _ f'(a)g'(a) —2f(a)h(a)
h3(a) (9'(a))? '
Dah(a) = g((::j)l(;!l) n:1, folgt g'(a) = h/(a), damit folgt die Behauptung.
b) Analog ergibt sich migy(z) = (z— a)?h(z) undh(z :i j:l (z—a)™
h _ 1 2 0 h/ 1 /1
(@) =39 (@ #0, h(a)=cg"(a),

dag eine Nullstelle 2. Ordnung hat. Das Residuum ergibt sich nun zu
f ,f(2) ALY
Res g 5 Im (@@ g<z>> =i (i
(

_ F(a)n( ) f@h'(a) _ 6f'(a)g"(a) —2f(a)g"(a)
h?(a) 3(9"(a))? '

Aufgabe 6 (4+2 Punkte)

a) Sei 0#£w e C. Seif eine auf dem Gebiet
21
Tw:={zeC;a<Im <WZ> <b}, abeR,a<b

holomorphe Funktion mit der Perioae d. h. f(z+w) = f(z) fur allez € C. Zeigen Sie: Dan
besitztf eine eindeutige Darstellung als Fourier-Reihe

> wee( )
= z anexp| —nz|,
= w
die aufT,, lokal gleichmalRig gegerf konvergiert. Eir zo € Ty, undn € Z gilt:

an= 1+ f(Z)exp(—ZW”'nz) az.

W J(z0;20+w]

. . . 1
b) Berechnen Sie die Fourier-Reihe zu—.
cosz

LOsung
a) Definiereg(z) := f(zw). Also ist
0(z+1) = f(zw+w) = f(zw) = g(z) furalleze C,

d. h.g hat die Periode 1. Des weiteren gsholomorph auf

a b
T:={zeCa<Im(2rmz) < b} ={z¢ C’Er< Imz < ET}'




Also besitztg mit Satz XX(4.3) eine eindeutige Darstellung als Fourierreihe

g(Z): § ar]eZTI]'nZ,

n=—o0
die aufT lokal gleichnmaRRig gegemy konvergiert.
Firzp € T undn € Z gilt:

an= g(Q)e 2™ dz.
(20;20+1]

Es istg(2) = f(zw) = T, ane®™2. Setzeu = zw, damit giltu € T,, und
=5 a,e@™w  furuecC,

mit _
an = f (W )e2m g,
[20;20+1]
Mit der Substitutionp = wc folgt
1

== f(W)e 2w du.
on W J [wzo;wzo-+w] W) v

Mit wzy =: ug € Ty, folgt die Behauptung.

ﬁ ist 2reperiodisch, da cdg+ 2m) = cosz fir alle z e C. Die Funktion ist holomorph in der

oberen und unteren Halbebene, und es gilt:

1 2 L, 1 L, 1

= — — =28 ——5- =26 "——.
cosz €Z+e 2 1+ 2 1+e22

Da|e??| = |* Y| =e ¥ < 1furallez=x+iy € C,x,y € R,y> 0 und|e ??| = &¥ < 1 firr alle
z=x+1lye Cmity <0, ist

0. 9]

Zzéz —) = § 2(—1)kePFDE fir Imz> 0,
k=0 0

Zze i7(_g2iz)k =3 2(—1)keZ=Diz figr imz < 0.

k=—o0



