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Musterl ösung der 13.Übung zur Analysis IV

Aufgabe 1 (3 Punkte) Seig holomorph auf einem GebietG mit K1(0)⊂ G. Zeigen Sie mit Hilfe des
Satzes von Rouché, dass die Gleichungg(z) = zgenau eine L̈osung f̈ur |z|< 1 hat, falls|g(z)|< 1 ist
für allez mit |z|= 1.

Lösung Im Satz von Rouch́e setzen wirΓ = ∂K1(0) und f̃ (z) = −z, g̃(z) = g(z)− z. Damit sind
die Voraussetzungen des Satzes erfüllt: U = G ist offen,K1(0) ⊂U . Γ ist der Randzyklus vonK1(0),
f̃ , g̃ : U → C sind holomorph.
Mit w = 0 gilt

| f̃ (z)− g̃(z)|= |g(z)|< 1 = |z|= | f̃ (z)−w| für allez∈ ∂K1(0).

Also habenf̃ und g̃ die gleiche Anzahl (einschließlich Vielfachheiten) von Nullstellen inK1(0), also
eine (wegenf̃ (z) =−z).
Damit gilt auch ˜g(z) = 0 genau einmal inK1(0), also existiert auch genau einz∈ K1(0) mit g(z) = z.

Aufgabe 2 (2+2 Punkte)

a) Es seiϕ : C→C definiert durchϕ(z) := z+a für eina∈C. Die Funktiong : C→C sei holomorph
in einer punktierten Umgebung vonz0 ∈ C. Zeigen Sie:

Resz0 g = Resz0−a(g◦ϕ).

b) Seiφ : C → C definiert durchφ(z) := az für eina∈ C∗. Drücken Sie Resz0 g durch Resz0/a(g◦φ)
analog zu a) aus.

Lösung

a) Aus der Definition des Residuums folgt mit der Substitutionw = z+a:

Resz0−a(g◦ϕ) = Resz0−ag(z+a) =
1

2πi

Z
∂Kρ(z0−a)

g(z+a) dz=
1

2πi

Z
∂Kρ(z0)g(w) dw

= Resz0 g

mit einem geeignetenρ > 0.

b) Mit der Substitutionw = azfolgt hier mit geeignetemρ > 0

Resz0/a(g◦φ) = Resz0/ag(az) =
1

2πi

Z
∂Kρ(z0/a)

g(az) dz=
1
a

1
2πi

Z
∂Kρ(z0)

g(w) dw=
1
a

Resz0 g,

also ergibt sich die Formel
Resz0 g = aResz0/a(g◦φ).

Aufgabe 3 (2+2 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Residuen:

a) Res0
zn−1

sinnz
, für n∈ Z,

b) Res0
z−1

Log(z+1)
.
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Lösung

a) Wegen limz→0
z

sinz
= 1 gilt auch limz→0

zn−1

sinn−1z
= 1, also hat

zn−1

sinnz
einen einfachen Pol inz= 0.

Mit Lemma (1.4) b) gilt nun

Res0
zn−1

sinnz
= lim

z→0
(z−0)

zn−1

sinnz
= lim

z→0

zn

sinnz
= 1.

b) Seig(z) := z−1 undh(z) := Log(z+1), also f = g/h. g ist holomorph in 0. Wegenh(0) = 0 und
h′(0) = 1

0+1 = 1 6= 0 hat 1/h einen einfachen Pol in 0.

Mit (1.4) b) und c) gilt nun

Res0 f (z) = Res0
g(z)
h(z)

= g(0)Res0
1

h(z)
= g(0)

1
h′(0)

=
−1
1

=−1.

Aufgabe 4 (2+2+2+2 Punkte) Bestimmen Sie die Residuen der folgenden Funktionen in allen ihren
Singulariẗaten, die außerhalb des Definitionsbereiches liegen:

a)
1−cosz

z2 ,

b)
1

(z2 +1)3 ,

c) zexp

(
1

1−z

)
,

d)
1

sin(πz)
.

Lösung

a) 1−cosz
z2 ist holomorph inC\{0}. Mit der Potenzreihenentwicklung von cos gilt:

1
z2(1−cosz) =

1
z2

(
−
∞

∑
k=0

(−1)k z2k

(2k)!
+1

)
=
∞

∑
k=1

(−1)k+1z2k−2

(2k)!
.

Also ist Res0 1−cosz
z2 = 0, die Funktion hat in 0 eine hebbare Singularität.

b) Es gilt: (z2+1)−3 = (z− i)−3(z+ i)−3. Also sind−i und i dreifache Polstellen von 1
(z2+1)3 , weitere

isolierte Singulariẗaten bestehen nicht.

Resi
1

(z2 +1)3 =
1

2πi

Z
∂K1(i)

1
(z+ i)3

1
(z− i)3 dz =

C.I .F
=

1
(3−1)!

(
1

(z+ i)3

)′′∣∣∣∣
z=i

=
1
2

(
−3(z+ i)−4)′∣∣∣

z=i
=

1
2
(−3)(−4)(i + i)−5 =− 3

16
i

Analog:

Res−i
1

(z2 +1)3 =
1
2

(
1

(z− i)3

)′′∣∣∣∣
z=−i

= · · ·= 3
16

i.

c) exp( 1
1−z) besitzt inz= 1 eine wesentliche Singularität und ist ansonsten holomorph. Es gilt:

exp

(
1

1−z

)
=

0

∑
n=−∞

1
(−n)!

(1−z)n.



Also ergibt sich

zexp

(
1

1−z

)
=−(1−z−1)exp

(
1

1−z

)
=−

0

∑
n=−∞

1
(−n)!

(1−z)n+1 +
0

∑
n=−∞

1
(−n)!

(1−z)n

=−
1

∑
n=−∞

1
(−n+1)!

(1−z)n +
0

∑
n=−∞

1
(−n)!

(1−z)n

=−(1−z)+
0

∑
n=−∞

(−1)n
(

1
(−n)!

− 1
(−n+1)!

)
(z−1)n.

Damit folgt für das Residuum:

Res1

(
zexp

(
1

1−z

))
=−1+

1
2

=−1
2
.

d) 1
∼(πz) besitzt inz= k für k ∈ Z einfache Pole, da sin(πz) einfache Nullstellen dort besitzt. Für die
Residuen dort gilt mit Lemma (1.4)c):

Resk
1

sin(πz)
=

1

(sinπz)′ (k)
=

1
πcos(kπ)

=
(−1)k

π
.

Aufgabe 5 (3+3 Punkte) Seienf ,g holomorph ina∈ C. Zeigen Sie

a) Hatg in a eine Nullstelle 1. Ordnung, so gilt

Resa
f

g2 =
f ′(a)g′(a)− f (a)g′′(a)

(g′(a))3 .

b) Hatg in a eine Nullstelle 2. Ordnung, so gilt

Resa
f
g

=
6 f ′(a)g′′(a)−2 f (a)g′′′(a)

3(g′′(a))2 .

Lösung

a) Dag holomorph ist und dort eine Nullstelle 1. Ordnung hat, exisitiert einε > 0, so dass

g(z) = (z−a)h(z) = (z−a)
∞

∑
n=0

g(n+1)(a)
(n+1)!

(z−a)n

mit h(a) = g′(a) 6= 0. Da f/g2 in a höchstens einen Pol 2. Ordnung hat, gilt

f (z)
g2(z)

=
∞

∑
k=−2

ak(z−a)k,

also

lim
z→a

(
(z−a)2 f

g2

)′
= lim

z→a

(
∞

∑
k=−2

ak(z−a)k+2

)′

= lim
z→a

∞

∑
k=−1

ak(k+2)(z−a)k+1 = a−1 = Resa
f

g2 .



Damit ergibt sich das Residuum zu

Resa
f

g2 = lim
z→a

(
(z−a)2 f (z)

g2(z)

)′
= lim

z→a

(
f (z)

h2(z)

)′
= lim

z→a

f ′(z)h2(z)− f (z) ·2h(z)h′(z)
h4(z)

=
f ′(a)h(a)−2 f (a)h′(a)

h3(a)
=

f ′(a)g′(a)−2 f (a)h′(a)
(g′(a))3 .

Dah′(a) =
g(n+1)(a)
(n+1)!

∣∣∣∣∣
n=1

, folgt
g′′(a)

2
= h′(a), damit folgt die Behauptung.

b) Analog ergibt sich mitg(z) = (z−a)2h(z) undh(z) =
∞

∑
n=0

g(n+1)

(n+2)!
(a)(z−a)n:

h(a) =
1
2

g′′(a) 6= 0, h′(a) =
1
6

g′′′(a),

dag eine Nullstelle 2. Ordnung hat. Das Residuum ergibt sich nun zu

Resa
f
g

=
a)

lim
z→a

(
(z−a)2 f (z)

g(z)

)2

= lim
z→a

(
f (z)
h(z)

)′

=
f ′(a)h(a)− f (a)h′(a)

h2(a)
=

6 f ′(a)g′′(a)−2 f (a)g′′′(a)
3(g′′(a))2 .

Aufgabe 6 (4+2 Punkte)

a) Sei 06= w∈ C. Sei f eine auf dem Gebiet

Tw := {z∈ C;a < Im

(
2π
w

z

)
< b}, a,b∈ R,a < b

holomorphe Funktion mit der Periodew, d. h. f (z+ w) = f (z) für alle z∈ C. Zeigen Sie: Dann
besitzt f eine eindeutige Darstellung als Fourier-Reihe

f (z) =
∞

∑
−∞

anexp

(
2πi
w

nz

)
,

die aufTw lokal gleichm̈aßig gegenf konvergiert. F̈ur z0 ∈ Tw undn∈ Z gilt:

an =
1
w

Z
[z0;z0+w]

f (ζ)exp

(
−2πi

w
nζ
)

dζ.

b) Berechnen Sie die Fourier-Reihe zu
1

cosz
.

Lösung

a) Definiereg(z) := f (zw). Also ist

g(z+1) = f (zw+w) = f (zw) = g(z) für allez∈ C,

d. h.g hat die Periode 1. Des weiteren istg holomorph auf

T := {z∈ C;a < Im(2πz) < b}= {z∈ C;
a
2π

< Imz<
b
2π

}.



Also besitztg mit Satz XX(4.3) eine eindeutige Darstellung als Fourierreihe

g(z) =
∞

∑
n=−∞

ane2πinz,

die aufT lokal gleichm̈aßig gegeng konvergiert.

Für z0 ∈ T undn∈ Z gilt:

an =
Z

[z0;z0+1]
g(ζ)e−2πinζ dζ.

Es istg(z) = f (zw) = ∑∞−∞ane2πinz. Setzeu = zw, damit giltu∈ Tw und

f (u) =
∞

∑
n=−∞

ane2πin u
w für u∈ C,

mit
an =

Z
[z0;z0+1]

f (wζ)e−2πinζ dζ.

Mit der Substitutionψ = wζ folgt

an =
1
w

Z
[wz0;wz0+w]

f (ψ)e−2πin ψ
w dψ.

Mit wz0 =: u0 ∈ Tw folgt die Behauptung.

b) 1
cosz ist 2π-periodisch, da cos(z+ 2π) = cosz für alle z∈ C. Die Funktion ist holomorph in der
oberen und unteren Halbebene, und es gilt:

1
cosz

=
2

eiz +e−iz = 2eiz 1
1+e2iz = 2e−iz 1

1+e−2iz .

Da |e2iz|= |e2ix−2y|= e−2y < 1 für allez= x+ iy ∈ C, x,y∈ R, y > 0 und|e−2iz|= e2y < 1 für alle
z= x+ iy ∈ C mit y < 0, ist

1
cosz

=


∞

∑
k=0

2eiz(−e2iz)k =
∞

∑
k=0

2(−1)ke(2k+1)iz für Imz> 0,

∞

∑
k=0

2e−iz(−e−2iz)k =
0

∑
k=−∞

2(−1)ke(2k−1)iz für Imz< 0.


