LEHRSTUHLA FUR MATHEMATIK Aachen, den 23. Juli 2003
Prof. Dr. E. Grlich,
Dipl.-Math.|T. Heck: I. Kbcker

Musterl6sung der 11.Ubung zur Analysis IV

Aufgabe 2 (5 Punkte) Sets C C ein Gebiet undf : G — C holomorph aufG mit f(z) # 0 fur alle
ze€ G. Zeigen Sie diAquivalenz der folgenden Aussagen:

L f . .
(@ T hat eine Stammfunktion a@.

(i) Es existiert ein holomorpher Logarithmus vomauf G.

LOsung

(i)=-(ii) (vgl. Beweis zu XIX (4.6)) Sea € G undg eine Stammfunktion vorf’/f auf G mit g(a) =
Logf(a). Definiere
h(z) := f(z)e 92,

Damit gilt:
W(z) = f'(20e 9% — (206 99¢ (2) =0 furalleze G, denng (z) = f'(2)/f(2).
Also isth = c konstant aufs. Der Funktionswert berechnet sich zu
h(z) = h(a) = f(a)e -°9"@ =1 firralleze G.
Damit gilt expog = f, g ist also ein holomorpher Logarithmus vérauf G.
(i)=-(i) Seig ein holomorpher Logarithmus voh d. h.
f = expog.

Dann gilt fur die Ableitung vonf:

/

f'= (expog)-g' = f-d.
Daraus folgt die Behauptund,/f = g.

Aufgabe 3 (3 Punkte) Es set = re'® £ 0 mit 8 € (—, 1. Bestimmen Sie den Hauptwert vah
Welches ist der Hauptwert val?

Ldsung Seiz=re'® mit —1t< 6 < rtundr > 0. Der Hauptwert vor ist definiert als
7 := €92 mit dem Hauptzweig Log des Logarithmus.

Also ist
zi _ ei(Iogr—HG) _ O Iogr‘

Furi' gilt insbesondere mit=1 und® =

NS
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Aufgabe 4 (5 Punkte) Entwickeln Sie die Funktioi{z) = le% in eine Laurent-Reihe in den
Kreisringen
a)0< |z <2, b) 2<7 <3, c) 3< 7.
Ldsung Zunachst die Partialbruchzerlegung vén
f2)— - 1 1 _—z-¥+@-2_ 1 1 1 1
zZ—-52+6 (z—2)(z—3) (z—2)(z—3) z—-3 z-2 2-z 3-z
Fur zo € C gilt (geometrische Reihe):
1 12 RS <E n, falls |z < |zo|,
L _)ol-5 2a&\n/)
-2 _%1_1%:_%;)(?) , falls|z] > |z].
Damit folgt:
a)
o0 n o0 n
@356 356 - ey

imFall0< |7 < 2.
n_EOO Z)n:_l_ % <§)n—n§OSnlzn

b)
1 /2
f(z) = —= = Z
@ zn;<z) 3,& (3 2.4
1 00 .
= — anflzn _ 3*nflzn — anzn
nN=-—o00 n; n==oc0
mit
. _Z_n_lv n< -1
an T 3—n—17 n Z 0
fur2<|z < 3.
c)
o) n 00 n 00
f(z) — _1' (g) _|_1' <§) — z (3n—1 . 2n—l) 7N
VA VA Zn: Z &

fur |z > 3.



