L EHRSTUHL A FUR MATHEMATIK Aachen, den 2. Juli 2003

Prot. Dr. E. Gorlich,
Dipl.-Math. [T. Heck, II. Klocker

Musterldsung der 7. Ubung zur /Analysis 1V

Aufgabe 1 (3 Punkte) Eine ganze Funktion f erfiille auf C die Differentialgleichung
f'(z)—af(z)=0

fiir ein a € C. Beweisen Sie (mit den Mitteln aus Kapitel XV1), dass mit einer Konstanten c € C gilt:

f(z) = ce®

Losung Zu zeigen ist f'(z) —af(z) =0 = f(z) = ce® (,,<=" gilt klarerweise auch). Sei also f’(z) —
af(z) = 0 fur alle ze C. Betrachte die Funktion

_ @
9(2) := —x
Da e £ 0 fir alle ze C ist g wohldefiniert. g ist offenbar eine ganze Funktion. Betrachte die Ableitung

von g. (a2 2 /
g = MBS @ _Pa-aid)

fur alle ze C. Damit gilt g(z) = c konstant. Damit folgt die Behauptung.

Aufgabe 2 (2+2 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

a) /Kz % b) /Kn 124_—1_222

Losung
a) Sei U = C. Dann gilt mit der Cauchyschen Integralformel fiir holomorphes f : U — C:

f(w) = i 1@ dz firalle w e K3(0).
210 JoK,(0) Z— W

Mitw = —T und f(z) = e ?folgt

e’ Tl T 1+|
- dz=2mi f — 21ies =2 = V2mi(1+i

J—— : (-7) = V(1)

b) Sei U = C. Dann gilt mit der Cauchyschen Integralformel fiir die 2. Ableitung einer ganzen Funk-

tion f:
2! f(2)

f// W) = —
W)= 2mi 0Kn(0) (Z— W)

Mitw=1und f(z) = 124+ 27, also f”(z) = 622+ 4 folgt

1A 407
27 ™" dz=mif"(1) = 10T.
/OKn() (z-1)3 @)

5 dz  furalle w € Ky(0).
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Aufgabe 3 (5 Punkte) Es sei U C C offen und L eine Gerade, f : U — C sei stetig und auf U \ L
holomorph. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Morera, dass f auf ganz U holomorph ist.

Losung Satz von Morera:

Gilt /a f(z) dz= 0 fur alle A mit A C U, so folgt: f ist holomoprh auf U.
A

Sei nun also A ein Dreieck mitA c U.

1. Fall

2. Fall

ANL = 0. Dann existiert ein Gebiet G U mit GNL = 0 und A C G (s. Topologie). Da f|g
holomorph ist, folgt [;, f(z) dz=0.

ANL enthdlt genau einen Eckpunkt oder eine Seite von A.
Sei 0A gegeben durch [a, b, c,a] und sei 0. B. d. A.

AnL={b} bzw. ANL=[b,c].

OA sei durch den Weg
-t
y:i[0,1]] = Ct—<{c+3(3-t)(b-c) te]
1

parametrisiert. Setze

bn:=b+3(i-(3-2)@-b)=b+2L b (n— o)
chi=a+3(1—(%+4))(c-a)=a+(1-1)(c—a)—c (n— )
bh+3(3-t)(a—bn)  te[0,3]
Yn(t) cht+3(3-t)(bh—cn) te[d 3
a+3(1—t)(ch—a) te(,1]

Fir das durch y, gegebene Dreieck An gilt AyNL = 0und A, C A C U. Aus dem 1. Fall folgt
nun [z, f(2) dz=0.

AuRerdem gilt: y, — y gleichmaRig auf [0,1]. Dazu: Sei t € [3, 4] (fir die restlichen t € [0,1]
lduft die Rechnung analog):
[Y(t) = V()] < len— |+ |3(5 = 1)[(Ibn—b| +[en —¢f) < |bn = b +2[cn — | < &
——
<1
fur alle n > ng mit |b, —b| < % und |ch—c| < % (ein solches ng existiert, da b, — bund cyg — ¢
fir n — o0).

Ebenso konvergiert v, — Y gleichmédRig auf [0,1] (gegebenenfalls einseitige Ableitungen).
Denn:

3(a—b) 3(a—bn) te[0,3]
Yt)=43(b—c) , Yat)=148(bn—cr) te[},3
3(c—a) 3(cn—a) te(3.1].

Mit by, — bund ¢, — c folgt nun yj, — Y gleichmégig.
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Da f stetig ist auf U, ist f gleichmaRig stetig auf dem Kompaktum A c U. Da y, — y glm.,
konvergiert auch f oy, — f oy glm. auf [0,1]. Damit konvergiert weiterhin (f oyp) -y, —
(foy) -y gleichméaBig auf [0, 1]. Also folgt schlieflich

0= lim aAn Z_”Il’ngo/ RN
gim. Konv. i nILrQo(f(yn(t))y,n(t)) dt:/BAf(Z) dz

3. Fall L zerschneidet A: Zerlege A in zwei oder drei Dreiecke und wende den 1. und 2. Fall an. Die
zusétlichen Wege heben sich gegenseitig auf.

Aufgabe 4 (3+3 Punkte)
a) Berechnen Sie in Abhdngigkeit von Re R\ {1,2} das Integral

/ z4+322+%iz+2dz
Keli)y  AZ+1)

Integral

dz
/6Kr(0> (z—a)"(z—b)™

Losung
a) Berechne die Partialbruchzerlegung des Bruches:

2432+ 3iz+2 2(Z+1)+3iz, _ A B C
=zt e =t
2(Z2+1) 2(22+1) —i z+i

Finde A, B, C durch Einsetzen verschiedener Stellen:
z=0: 2=A-(—i)-i=A

z=i: =B-i-(2)=-2B=B=

Al

1

2
o1 . : 1
z=-i: §:C-(—|)-(—2l):—20:>C:—Z.

Also ist
2 +322 4 3iz+2 2 11 11

=Z+ = . -
2(22+1) T2 a7 4z+i
Aus der Cauchyschen Integralformel folgt

/ 1 a7 = 2, zeK (20)
K (z){—z ° |0, zeC\Ki(z) (Integrand istin diesem Fall holomorph).

Damit folgt:

I __/ 24322+ 3iz+2 i
B OKR(i) 2(22+1)



2 1 -1
= zdz+ —dz+/ . dz+/ —dz
/BKR(i) IKr(i) Z aKr(i) 4(z—1) OKr(i) 4(z+1)
=1+ 12413414,

wobei die Werte fiir I7...14 sowie fiir | folgender Tabelle entnommmen werden kdnnen, jeweils in
Abhéngigkeit von R.

R |lafla]ls] la ||
O0<R<1]/0] 0 [3rm| 0 [ i
1<R<2|0]|4rm %Tﬂ' 0 %Tu'
R>2 |0 |47 |37 | —37d || 474

b) Sei U := Kp(0), also gilt K;(0) c U, U offen, f:U — C, z+— ﬁ ist fir m € N holomorph.
Daraus folgt:

dz B f(2) _o2m g
/6Kr(0) (z—a)"(z—b)m /6Kr((_)) (z—a)" Z(z}) (n—1)! f ()

21 1
= (n 1)|<_ ) """ (_m_n+2)( _b)m—i-n—l
27U n1(M+n—2)! 1

Aufgabe 5 (2+2+2 Punkte) Uberpriifen Sie, ob die folgenden Funktionen in den Nullpunkt hinein
holomorph fortsetzbar sind:

a) zcosz/sinh(z),

z
b) e—1
c) Zcosi.
Losung
a) Sei f(z) 1= zg2Z fir ze Kyn(0) \ {0}. K(0) ist offen, f : Kn(0)\ {0} — C ist holomorph. Die
Potenzreihenentwicklung von sinh ist
00 Z2k+1
sinh(z) =y ——.
@ kZO (2k+1)!
Damit gilt:
lim — =lim———— =1,
z—0sinh(z)  z-0 Zk:O(zsz)!

also ist lim,_o f(z) = 1-lim,_ocosz= 1, also ist f nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz in 0
holomorph fortsetzbar.

b) Definiere f(z) := % fiir ze Kon(0) \ {0}. Mit der Potenzreihendarstellung von exp(z) gilt

-1

Z Z Z KX .

&1 [ & :oozk:<k;(k+l)!> =1firz=9,
(Zw)‘l 2

k=0 K- k=1
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also lim,_,o f(z) = 1. Damit ist f in 0 nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz holomorph fort-
setzbar.

c) Sei f(2) := Zcos 1 fiir ze C\ {0}. Betrachte z := £ fiir k € N. Damit gilt: z — 0 fiir k — occ. Es

Ist
1 . 1 ekpe

alsoist | f(z)| = 2—ﬁ3|ek+ e K| — oo fiir k — co. Das bedeutet, dass lim,_.q f(2) nicht existiert, also
ist f im Nullpunkt auch nicht holomorph fortsetzbar nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz.

Aufgabe 6 (8" Punkte) Sei G ein Gebiet und #(G) der Ring der holomorphen Funktionen auf dem
Gebiet G. Weiter sei zg € G und

n, falls f in aeine Nullstelle der Ordnung n € NU{oco} hat,
0, falls f in a keine Nullstelle hat.

ordy(f) == {

Im Verlauf dieser Aufgabe sei fuir a > 1 der Ausdruck a=°° := 0 definiert.
a) Beschreiben Sie die Einheiten sowie die irreduziblen Elemente und die Primelemente von #(G).
b) Zeigen Sie, dass #(G) kein faktorieller Ring (auch ZPE-Ring genannt) ist.

c) Zeigen Sie, dass
d: H(G)x H(G) » R, (f,g)— 27 %%(-9

eine Ultrametrik ist.

Hinweis. Die Begriffe findet man in jedem Standardwerk tber Algebra (bzw. Topologie im Falle der
Ultrametrik).

Losung

a) Einheiten in Ringen sind Elemente, die invertierbar sind. Ein Element f eines Ringes heil3t irre-
duzibel, wenn f keine Einheit ist und aus f = gh folgt, dass g oder h eine Einheit ist. f heif3t ein
Primelement, wenn aus f|gh folgt, dass f|g oder f|h erfullt ist.

Sei f € #H(G) fiir ein Gebiet G C C.

(i) Behauptung: f ist Einheit < f(z) # O fur alle z< G. Beweis:

.= Sei f eine Einheit, d. h. f~1 exisitert. f(z)f~1(z) = 1 fiir alle z€ G, also auch f(z) #0

fur alle ze G, da C als Korper nullteilerfrei ist.

=" Sei f(z) #0 firalle ze G. Dann ist 9(z) := fi wohldefiniert in G und holomorph mit

2
f(2)-g(z) = 1furalleze G, also f-g= 1. Damitistg = f~1, f also eine Einheit.

(if) Behauptung: f istirreduzibel < f hat genau eine Nullstelle, diese ist einfach. Beweis:

=" Sei f mitgenau einer Nullstelle zy € G, die einfach ist. Also ist f keine Einheitund f 0.
Sei nun f =gh, g,h € #H(G). Da die Nullstelle z einfach ist, ist entweder g(zg) = 0 oder
h(zp) = 0, aber nicht beides. Da zg einzige Nullstelle von f ist, sind g und h nullstellenfrei
auf G\ {zo}. Also ist entweder g oder h eine Einheit, also ist f irreduzibel.

»=" Sei f irreduzibel. Also ist f keine Einheitund f =4 0. Also existiert ein zo € G mit f(zp) =
0. Zeige: Dies ist die einzige Nullstelle von f, und sie ist einfach.



Angenommen also, f hat (i) eine mehrfache Nullstelle in zg oder (ii) eine weitere Null-
stelle z.. Dann ist f = gh mit

() (i)
9(z2:=z—2 und h(z):=<¢ f(2 (i)’
Z— 10

Also ist g(zg) = 0 und hg, = 0 bzw. h; = 0. Also sind weder g noch h eine Einheit.
Widerspruch.

(iii) Behauptung: f ist prim < f ist irreduzibel. Beweis:
=" Sei pe€ H(G) irreduzibel und sei zy die einfache Nullstelle von p. Es gelte p|gh, also
g—g‘ holomorph in G. Wegen p(zp) = 0 muss o. B. d. A. g(zp) = 0 sein (sonst g und h
vertauschen). Damit gilt aber auch p|g, somit ist p prim.
-=" Aus p prim folgt p irreduzibel in beliebigen Ringen (s. Algebra).

b) Ein Ring R heilt faktoriell (oder ZPE-Ring), wenn

(i) Rein Integritatsring ist,

(if) jedes a € R, a# 0, das keine Einheit ist, sich als endliches Produkt irreduzibler Elemente
schreiben lait, und

(iii) die Zerlegung in (ii) bis auf Einheiten und Permutation eindeutig ist.

H (G) ist kein faktorieller Ring, da die Eigenschaft (ii) nicht gegeben ist.

Beispiel fir G = C: Sei f(z) :=sin(z) , f € H(G). f hat unendlich viele Nullstellen, aber jedes
irreduzible Element hat genau eine Nullstelle, also existiert keine (endliche) Produktdarstellung.

Beispiel fir ein beschranktes Gebiet G: Sei zy ein Randpunkt von G, wegen G offen gilt zy ¢ G.

Aus der Offenheit von G folgt weiterhin, dass es ein z; € G gibt, so dass die Verbindungsstrecke

[20,z1] mit Ausnahme von zo komplett in G liegt. Definiere mit diesen Bezeichnungen die Funktion
Z—12y

f:G—C,z—sin .
-2

Damit ist f € #H(G), aber f hat wieder unendlich viele Nullstellen in G. Damit existiert wie bei
G = C keine endliche Darstellung als Produkt irreduzibler Elemente.

c) Eine Abbildung d: #(G) x #H (G) — R hei8t Ultrametrik, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) distsymmetrisch, d. h. d(f,g) =d(g, f) furalle f,ge #H(G),
(i) d(f,g)=0< f =gund d(f,g) >0 furalle f,ge H(G),
(iii) d(f,h) <max{d(f,g),d(g,h)} firalle f,g,he H(G).

Seien f,g,he #H(G) und 5 € G.

zu (i): d ist symmetrisch, da fiir alle f € H(G) und z€ G gilt: ordg,(f) = ord,, (—f). Dazu benutze
z. B. Lemma (3.8)(iii):
Es existiertein r > 0, s0 dass f(z) = (z—z0)*%("g(2) fiir alle ze K, (20) NG, g(z0) A0 und g:
K (20) — C holomorph. Dann gilt auch —f (z) = (z— z9) %) (—g(2)), also ist ord,, (— f) =
ord ().



zu (ii): Wegen ord,,(f) € NU{0,00} gilt d(f,g) > 0.

Aus d(f,g) = 0 folgt nach der Definition, dass f —gin zg eine Nullstelle der Ordnung oo hat.
Das bedeutet mit dem Identitatssatz, dass f —g=0istauf G, also f =g.

zu (iii): Aus Lemma (3.2)(iii) folgt, dass ordz (f —h) = ord4(f —g— (h—g)) > min{ord,(f —
g),0rd,, (h—g)}. Daraus folgt

2—ordzo(f—g)

—ordzn(f—h —min{ord,, (f—g),ord, (h—
d(f,h)=2"° o(f-h) < 9 min{ordg, (f—g),ordg( g)}g{z—ordzo(h—g)

Also ist d eine Ultrametrik.



