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Aufgabe 1(10 Punkte): SeiK = Q( 3
√

n) mit n∈ N, n≥ 2 quadratfrei.

a) α = a+b 3
√

n+c 3
√

n2 erfüllt α ∈ OK genau dann, wenn

S(α) = 3a∈ Z, N(α) = a3 +nb3 +n2c3−3nabc∈ Z und T(α) = 3a2−3nbc∈ Z.

b) Für M = Z+Z 3
√

n+Z 3
√

n2 gilt

M ⊂ OK ⊂
1
3

M .

c) Für n 6≡ ±1 mod 9 gilt
OK = M und dK =−27n2.

d) Für n≡±1 mod 9 gilt

OK = Zω+Z 3
√

n+Z 3
√

n
2 mit ω =

1
3
(1+n 3

√
n+ 3

√
n

2) und dK =−3n2.

Aufgabe 2(10 Punkte):
Es seiR ein Integriẗatsbereich mit QuotientenkörperK. Die Polynomef ,g∈R [X] seien durchf (X) =
∑m

i=0 fiXi undg(X) = ∑n
i=0giXi gegeben. Wir definieren die Resultante vonf undg wie folgt:

Res( f ,g) = detSmit

S:=



fm fm−1 fm−2 · · · f1 f0 0 0 · · · 0
0 fm fm−1 fm−2 · · · f1 f0 0 · · · 0
0 0 fm fm−1 fm−2 · · · f1 f0 · · · 0
...

...
... ... ... ... ... ... ...

...
0 0 · · · 0 fm fm−1 fm−2 · · · f1 f0
gn gn−1 gn−2 · · · g1 g0 0 0 · · · 0
0 gn gn−1 gn−2 · · · g1 g0 0 · · · 0
0 0 gn gn−1 gn−2 · · · g1 g0 · · · 0
...

...
... ... ... ... ... ... ...

...
0 0 · · · 0 gn gn−1 gn−2 · · · g1 g0


,

wobei die Koeffizienten vonf übern = degg und die Koeffizienten vong überm= degf Reihen wie-
derholt werden. IstR selber ein Polynomring, so schreiben wir ResX( f ,g), um anzudeuten bezüglich
welcher Variablen die Resultante gebildet wird. Zeigen Sie:

a) Res( f ,g) ∈ R und es gilt Res( f ,g) = 0 genau dann, wenn ggT( f ,g) 6= 1 gilt.
Hinweis: Stelle das kgV als Vielfaches vonf und g dar und betrachte das sich ergebende Glei-
chungssystem für die Koeffizienten.



b) Nun seiK vollkommen, d. h. jedes Polynom inK[X] ist separabel. Dabei heißt ein Polynom
f ∈ K[X] separabel, falls jeder irreduzible Faktor vonf nur einfache Wurzeln hat. IstK ein al-
gebraischer Abschluß vonK und zerfallen f und g über K als f (X) = fm ·∏m

i=1(X − αi) und
g(X) = gn ·∏n

i=1(X−βi), so gilt:

Res( f ,g) = f n
m

m

∏
i=1

g(αi)

= (−1)mngm
n

n

∏
i=1

f (βi)

= f n
mgm

n ∏
1≤i≤m
1≤ j≤n

(αi −β j).

Hinweis: Es seiV = (vi j )i, j die Vandermondesche Matrix mit

vi j =

{
βm+n−i

j für j ≤ n

αm+n−i
j−n sonst.

Berechne die Determinanten vonV undSV.

c) αi + β j ist Nullstelle des Polynoms ResY( f (X − Y),g(Y)) und αiβ j ist Nullstelle von
ResY(Ym f (X

Y ),g(Y)).

d) Folgern Sie aus c) konstruktiv, dass die MengeO aller ganz-rationalen Zahlen ein Ring ist.

Aufgabe 3(5 Punkte):
SeiK ein quadratischer Zahlkörper der DiskriminantedK. Zeigen Sie, dass

A := {α ∈ OK;N(α)≡ 0 moddK}

ein Ideal inOK ist mit
[OK : A ] = |dK|.
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