
LEHRSTUHL A FÜR MATHEMATIK Aachen, den 28. Januar 2003
Prof. Dr. E. G̈orlich,
Dipl.-Math. T. Heck, I. Kl̈ocker

14.Übung zur Analysis III
Abgabe: Donnerstag, 6. Februar 2003, bis 12.00 Uhr im Kasten vor Raum 155, Hauptgebäude

Aufgabe 1 (2+2 Punkte) Gegeben sei eine lineare AbbildungS: Rn → Rn in Form einer positiv defi-
nitenn×n–Matrix.

a) Zeigen Sie f̈ur γ > 0:

vol({x∈ Rn;xtSx≤ γ2}) = vol({x∈ Rn;λ1x2
1 + . . .+λnx2

n ≤ γ2}),

wobeiλ1, . . . ,λn die Eigenwerte vonSsind.

b) Berechnen Sie vol{x∈ Rn;xtSx≤ γ2}.

Bemerkung.Man nennt diese Menge einenEllipsoiden.

Hinweis zur Bearbeitung von Aufgabe 2 und 3. Im Allgemeinen ist der Integrationsbereich nicht
exakt der Bild- oder Urbildbereich der verwendeten Diffeomorphismen. Dies macht bei der Integration
in vielen F̈allen keinen Unterschied. Begründen Sie dies in Aufgabe 2ausf̈uhrlich, in Aufgabe 3 (und
allen weiteren Aufgaben, sofern nichts anderes angegeben ist) reicht einekurzeBegr̈undung.

Aufgabe 2 (3 Punkte) Berechnen Sie mittels der Transformationsformel und des Diffeomorphismus
Φ der Polarkoordinaten das folgende Integral:∫

K

√
x2 +y2 dλ\2,

wobeiK := {(x,y)t ∈ R2;1≤ x2 +y2 ≤ 4}.

Aufgabe 3 (3+3+2+2+3+3 Punkte) Berechnen Sie folgende Integrale:
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dλ\3 , M = {(x,y,z)t ∈ R3;
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)2 ≤ 1} , a, b, c > 0.

b)
∫

M
x2y dλ\3, M = {(x,y,z)t ∈ R3;x2 +y2 ≤ 1, 0≤ z≤ 1, x≥ 0, y≥ 0}.

c)
∫

M
|x|(1−x2− (y−1)2) dλ\2, M = {(x,y)t ∈ R2;y≥ x+1, x2 +(y−1)2 ≤ 1}.

d)
∫

M
|x| dλ\3, M = {(x,y,z)t ∈ R3;x2 +y2 +z≤ 2y, y≥ x+1, z≥ 0}.

e)
∫

M
x3x3

4 dλ\4, M = {(x1,x2,x3,x4)t ∈ R4;0≤ x4 ≤
√

x2
1 +x2

2 +x2
3 ≤ 1}.

f)
∫

M
1 dλ\3, M = {(x,y,z)t ∈ R3;0≤ x+y≤ 4− (x−y)2, x2 +y2 ≤ z≤ 2(1+x+y)}.

http://www.mathA.rwth-aachen.de
mailto:goerlich@mathA.rwth-aachen.de
mailto:thorsten.heck@mathA.rwth-aachen.de
mailto:ingo.kloecker@mathA.rwth-aachen.de
http://www.mathA.rwth-aachen.de/lehre/WS02/Ana3/


Aufgabe 4 (3+3 Punkte) SeiU := {x∈ Rn−1;‖x‖2 < 1} für einn∈ N, n≥ 2.

a) Zeigen Sie, dassΦ : U× (0,∞)→ Rn−1× (0,∞) mit

Φ(x1, . . . ,xn−1, r) = (rx1, . . . , rxn−1, r
√

1−‖x‖2
2)

ein Diffeomorphismus ist.

b) Berechnen Sie detDΦ.


