Aufgabe 5 (7*+2* Punkte)

a) Gegeben sei das Anfangswertproblem
y,/ + p<X)y + q<X)y = f(X>7 Yo = y(o)a Y1 = y,<0)

mit x € Us(0) = {x € R; |x| < &}, wobei

= VZ pvX’, q(x) = Vi)q\,x", f(x) = VZ fux¥

aufUs(0) definiert sind. Weiter sei eine Folgey)kcn, durch die Rekursion

ag := Yo, ari=w1 (1)
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Au42 = m <fv Z (M+1)pv—pdp+1 — uzoqvuau> , V€ No, (2)
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definiert. Zeigen Sie, dass dann gilt:

(i) Z a XX konvergiert aut)z(0).
(i) y(x %akx ist die eindeutig bestimmtedsung des Anfangswertproblems &lgf0).

b) Losen Sie mit Teil a)
y'+y+y=cox,  y(0)=0, Y(0)=

LOsung

a) Die Differentialgleichung hat die Forpf = F(x,y,y) mit F(x,y,Y) := f(x) — p(X)y — q(X)y. F
ist stetig partiell differenzierbar iy undy, gerugt mit Satz (2.8) also einer lokalen Lipschitz-
Bedingung. Damit liefert der Satz von Picard-Lingfe(2.9) die Existenz einer @dsung des An-
fangswertproblems auf-¢, ], die nach dem Satz von Peano (2.14) bis zum RandJ8) fort-
gesetzt werden kann.

Angenommen, die &sungy hat eine Potenzreihenentwicklunddg(0) mit positivem Konvergenz-
radius, also
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y(x) = %aj x) aufUs(0).
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Dann gilt:
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j+1) aj+1XJ 1= % (j+2) aj+2X]
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Einsetzen in die Differentialgleichung

Y +p(X)y +a(x)y = f(x)



liefert mit dem Cauchy-Produkt

Z)fjxJ Z} 1)(j +2)aj X + (Z}pm’) (i (J+1) a1+1x1> (Z)QJX‘) (iajxj>
—Z} (J+1)(j +2)aj2x + ZOXJ (%p, KOk k+1> Z}XJ (%q, kak)

Mit dem Identititssatz iir Potenzreihen gilt: Falls diedsungy in eine Potenzreihe entwickelbar
ist, so ertillen die Koeffizienten notwendigerweise folgende Rekursionsformel (hergeleitet durch
Koeffizientenvergleich):

i j
(G+D(+2ajr2+ > Pj-kda(k+1)+ H gj-ka = f
K=0 K=0
Zeige nun: Mit diesena; ist die Potenzreihgj?‘:)Oajxj konvergent aubJ5(0).

Dazu: Wahle zux € Us(0) einr mit [x| <r < 8. Da 5 20l Pj|r! und 35°gj[r! konvergieren,
exisitiert einM > 0, so dassiir alle j € N gilt:

i i
S Ipdrr Y Jalr€ < M.
o &o

Mit | .
1 J J
2= | fi— Y Pjikara(k+1)— Y dj_xak
-+ (J+1)(J+2) ( J kZo J +1( ) kgo J )
gilt
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Day{<olf; |r1+2 konvergiert, gilt| f;|r1+2 — O fiir j — co. Also existiert eirN > 1, so dassifr alle
j > N gilt:

aj2lr1? <1+ max {jadrt}
<l+

daMr/j — 0O fur j — oc.
Setze nurA := maXn1 {|ax/rk}. Damit gilt

|aN+2||'NJr2 <1+A,



lan+3lrN T < 1+ max {|ak|r"} <1+(14A =2+A
k<N+2

N-+4 k
r <1 max{ r}<1 2+A)=3+A
analr™ T < 14 max g jar ) < 14 (24 A) =3+

Allgemein gilt fur alle j > N:
laj 22 < (j-N+1) +A< j+A

Daraus folgt: Es existiert eiN, so dassa;|r} < 2j fur allej > N (namlichN = A— 2). Somit folgt
furallej > N:

¥ = 551r]ay| < 24

mit [x/r| < 1, da|x| < r. Also gilt
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da mit Cauchy-Hadamard und lims{igk = 1 = 1/p die Reihe konvergiert. Mit dem Majoranten-
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kriterium folgt nun:z‘j’ioajxj = y(x) ist absolut konvergent aufy(0).

Wie bereits gezeigt, iste C? (Us(0)) und ist Losung der Differentialgleichung. Weiterhin gilt

y(0) = S a-xj) — ap =Yyo und
<jzo J x=0 ’
y(0) = (E Janj1> =a =Yy,
=1

x=0

d. h.y erfullt die Anfangsbedingungen und ist also die eindeutigsung des Anfangswertpro-
blems.

b) Mit den Bezeichnungen aus Teil a) gilt higfx) = 1, g(x) = 1, also

0 veN
Pv =0Qv {1 V=0, Yo Y1

Esist oK y
-1 -1

(2—3())'(, also fy, = u f2k+1 =0 furk € Np.

Sei danmg = 0 unda; = 1. Damit gilt:

f(X) =cox= § (
K=0
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Also gilt:

1 1 1 1
agzé(l—al—ao):o, a3:—6(2a2+a1):—6, a4:r2(—1/2—3a3—a2):0.
Behauptung:
a0y — 0 undagy 11 = ——2)_ fir allev eN

Beweismit vollstandiger Induktion:

Induktionsanfang: Die Behauptung ist nach obiger Rechnung riditig € {0, 1,2,3}. Zeige nun
den Schritt vom nachn+ 1.:

1. Fall nungerade:

® 1 (1)
e Y oy (@~ @ V)
_ 1 (1) (1)
v (122D ((2\;)1 _(2V+1>(2v+1)!)
=0.
2. Fall ngerade:

aovsa D — (2v+2)1(2v+3) ((2v+2)azv+2+azv+1)
_ 1 (1)
v (2v+2)(2v+3) (2v+1)!
B (_1)v+1
(v +3)!

Insgesamt:

y(x) = vz%xz"“ = sinx

ist Losung des gegebenen Anfangswertproblems.
Probe: ¥ +y 4y = —sinx+ cosx+ sinx = cosx, sin(0) = 0, sirf(0) = 1.

Bemerkung Der Beweis aus Teil a) liefert die Grundlade tien Potenzreihenansatz. Die Herleitung
der Rekursionsformelist ja schon im Skript gegebenlliy unklar war bisher, ob die damit gewonnene
Potenzreihe auch wirklich konvergiert. Jetzt ist klar: Diislung konvergiert mindestens da, wo auch
g, pund f konvergieren.



