LEHRSTUHLA FUR MATHEMATIK Aachen, den 07. Dezember 2001
Prof. Dr. A. Krieg, A. Marschner

9. Ubung zur Hoheren Funktionentheorie
Abgabe: Montag, 17.12.2001, bis 11.00 Uhr

Bemerkung: Bei den BegrifferN¢ (R) undM¢ (R) (bzw. ahnlichen Begriffen) werde ich die Funktion
f meistens nicht als Index, sondern in der Klammer schreiben (siehe unten).

Aufgabe 1(Ordnung von f und f’)(7 Punkte):
Seif eine ganze Funktion. Zeigen Sie:
o(f)=o(f).
Hinweis: Man beweise zuiichst Ungleichungen des Typr, f) < rM(r, f') +|f(0)| undM(r, f') <
w und schliel3e daraus die Behauptung.

Aufgabe 2 (Ordnung einer Potenzreihg
Sei f eine ganze Funktion mit der Potenzreihenentwicklung

flgg=§ aZ".
n=0

Zeigen Sie:

. |

o(f) =Iim sup—n ogln7

N—oco Iogm

wobei fur a, = 0 der AusdruclﬁL‘E’ln als Null definiert ist. Dabei ist zégzlicho(f) = oo, falls f nicht
Ogm

von endlicher Ordnung ist.

Aufgabe 3(Beispiele von Ordnungen(8 Punkte):
Die Funktionenf,g, h seien in folgender Weise durch Potenzreihen um 0 gegeben:

(o]

fz= S nsz2" (8>0),

=1
=3 n oo 2" (0<d<1),
n=2
h(z) =% Nt (6>0),
n=1

a) Zeigen Sie, das$, g,h ganz sind.
b) Berechnen Sie die Ordnung vdng, h.

Bemerkung: Damit existiert fir allea > 0 (« eingeschlossen) ein ganzésit o(f) = a.

Aufgabe 4 (Werteverteilungslehre 1)(10 Punkte)
Definition: Es sei 0< Ry < c und f meromorph irkg,(0).

a) Die Funktion log™ : [0;0) — R ist definiert durch

Yo, 0 0<x<1,
log™ x:=
logx x> 1.



b) Fur 0<t < Ry sein(t, f) die Anzahl der Polstellen vofiin K;(0), wobei jede Stelle so oft gahlt
wird, wie ihre Vielfachheit angibt.

c) Die Funktionerm(-, f),N(-, f),T(-, f) : (0;Ry) — R seien definiert durch

1o + ip
m(r. 1) = o= [ log" |1 (re) do

N(r, ) = /Or nt, f) ;”(O’ Y dt+n(0, f)logr,

T(r,f)=m(r, f)+N(r, f).

m(r, f) heiBt Schmiegungsfunktion van N(r, f) heisst Anzahlfunktion (der Polstellen) vdrund
T(r, f) heilt Charakteristik vorf.

Man zeige folgende Aussagen:
(i) Furx>0undx,...,X,> 0 gilt:
1) logx = log"x—log" 3.
2) |logx| = log" x+log™ &.
3) logx < log™ x
4) log™(Xg-... %) <logtxg+...+log" xn.
5) log™ (X1 +...+X%n) <log" xg+...+log" x,+ logn.

(i) Man zeige, dass die verallgemeinerte Jensenformellhusg 8 Aufgabe 3 cjibergeht in

T(r,3)=T(r. )~ loglad.

Hinweis: Jeder einzelne Term in der Forméiskt sich mit Hilfe dieser Terme berechnen. Man
berechne diese Formeln zuerst. Hier nochmal die verallgemeinerte Jensenformel:

Korollar: Sei 0< R< o, f meromorph in{z |zl < R}. (a,), seien die Nullstellen unghy ), die Folge
der Polstellen ifKr(0). Sei weiterhin O< r = |zl < Rund habef die folgende Laurententwicklung um
Null:

f(2) = X +O(Z™) mit o #£0 ke Z.

Dann gilt:

r

—klogr.
by |

1 2n i r
S ?) | do— o
log |cx| 211/0 log|f (re'®)|de O<|édlog| |+0<%<rlog



