LEHRSTUHLA FUR MATHEMATIK Aachen, den 16. November 2001
Prof. Dr. A. Krieg, A. Marschner

6. Ubung zur Hoheren Funktionentheorie
Abgabe: Freitag, 16.11.2001, bis 12.00 Uhr

Aufgabe 1(singularer Punkt, natlrliche Grenze )(6 Punkte):

Definition: Es seierD C C eine offene Kreisscheibéf,D) ein Funktionselement uralc 0D. Wenn
es eine direkte analytische Fortsetzurig D2) von (f,D) mit a € D, gibt, dann sagt mari:f,D) lasst
sich Ubera hinaus fortsetzen. Anderenfalls heisstingulirer Punkt fur (f,D). Ist jeder Randpunkt
von D ein singuérer Punkt, so heis8D die natiirliche Grenze fur (f,D).

Man suche sich 2 der folgenden Beispiele aus und beweise sie:

a) Furf:E—C, f(z) =y 2" ista= 1 der einzige singdre Punkte vorif,E).
b) Fir f :E — C, f(2) = o2 ist OE die natirliche Grenze vorif,E).
c) Furf:E—C, f(2) =y ,Z istdE die natirliche Grenze voiif,E).

Hinweis: b) und c) gehtiber einen Widerspruchsbeweis.aWe geeigneten Punkt und zeige, dass
limn_ |f(zn)| = o flr eine geeignete Folgg € E (geeignete Abscitzungen).

Aufgabe 2 (Potenzreihen und singuéire Punkte) (7 Punkte)

Es seif(z) = Sn_panZ" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1 @qd> 0 fir allen € No. Zeigen

Sie, dass 1 ein singater Punktir (f,[E) ist.

Hinweis: Widerspruchsbeweis. Dabei entsteht ein Widerspruch zum Konvergenzradius (geeignete
Abschatzungen).

Aufgabe 3(ungleiche Fortsetznungepﬁ Punkte):
Gegeben sei die Reit‘@ﬁzoﬁn. Zeigen Sie:

a) Die Reihe konvergiert its; = E und inG, = (C\E und die durch die Reihe definierten Funktionen
fi: Gk — C (k= 1,2) sind holomorph.

b)

Z 1
Bemerkung: f1, f lassen sich beide ad@f\ {1} fortsetzen, abef; # f,. Desweiteren stimmen diese
Fortsetzungen niclitberall (wo Reihe bzwf; definiert sind) mit der Reih@éberein.

Aufgabe 4" (analytische Fortsetzbarkei)
Seif : E — C eine holomorphe Funktion, die sicirigs jedes Strah&; := {z< C; argz= a} beliebig
weit analytisch fortsetzerasst. Man zeige, dass es eine ganze Funigigibt mit F = f|g.



