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5. Ubung zur Hoheren Funktionentheorie
Abgabe: Freitag, 16.11.2001, bis 12.00 Uhr

Aufgabe 1 (Einfacher Zusammenhang)(6 Punkte):
Definition:

(i) Es seiD c C ein GebietD heisst einfach zusammenhiingend, wennD = C ist oder wenrT (D)
einfach zusammeirémgend istiir eine Mobiustransformatioil mit c ¢ T (D).

(i) SindD, G C C Gebiete und isf meromorph und injektiv ird mit f(D) = G, so heisstf eine
konforme Abbildung von D aufG. D undG heif3en dann auckonform dquivalent.

Zeigen Sie:
a) Die Definition ist unabhngig von der ge@ahlten Mobiustransformatiof .

b) Man charakterisiere alle einfach zusamniemyenden Gebiete i&i mit Hilfe der konformerAqui-
valenz (analog zu XXII (5.4)).

Aufgabe 2 (Injektive Funktionen) (6 Punkte)

Es seierD C C ein konvexes Gebiet untiholomorph inD. Zeigen Sie: Hat Re’) keine Nullstellen
in D, dann istf injektiv in D.

Bemerkung: Das Gleiche gilt natrlich fur den Imagi@rteil. Hinweis: Widerspruchsbeweis. Zeige
zurr"achstfol Re(f/(y(t)))dt = O fur geeignetes.

Aufgabe 3(Eigentliche Abbildungen I)(2 Punkte):

Definition: Es seiD C C ein Gebiet undz,)nen €ine Folge irD. (z,)n heisstRandfolge in D, wenn
es zu jeder kompakten TeilmenleC D einng € N gibt mitz, € D\ K furn > no.

Zeichen: z, — dD. Zeigen Sie

a) z, — dD gilt genau dann, wen(g,), keinen Haufungspunkt irD hat.

b*) Es seienD,G C C Gebiete undf : D — G meromorph und nicht konstant. Dann sind folgende
Aussageraquivalent:

(i) Fur jede kompakte Teilmengé C Gist f~1(K) kompakt.
(i) Fur jede Randfolgé€z,)n in D ist (f(z,))n eine Randfolge irt.

(iif) Es gibt eink € N mit: jedesw € G hat genawk Urbilder in D. Dabei wird jedew — Stelleso
oft geZhlt wie ihre Vielfachheit angibt. (Insbesondere gilt af$®) = G.)
Eine solche Funktion heisstgentliche Abbildung oderk-blittrige Uberlagerung (von D auf
G).

Aufgabe 4 (Eigentliche Abbildungen II) (6 Punkte):

Unter Benutzung von Aufgabe 3 zeige man: R

Seif = % eine nicht-konstante rationale Funktion &ufn durchgekirzter Form. Sen der Grad von
P undmder Grad vorQ undk := max{n,m} > 1. Man zeige, das§ fur allew C genawk w-Stellen
entsprechend der Vielfachheit ggut in C hat.k heisst Grad der rationalen Funktion.



