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Aufgabe 1: Sei E ein topologischer Vektorraum und f € E*, f # 0.
Zeigen Sie: Fiir alle offenen Mengen A C E gilt: f(A) ist offen. (Lemma I1.10)

Aufgabe 2: Sei E ein lokalkonvexer Raum, B C F konvex und a ¢ B. Zeigen Sie:

a) Es existiert ein f € E' mit f(a) ¢ f(B) (Folgerung IL.5).

b) Ist B zusitzlich kreisformig, so existiert ein f € E' mit |f(z)| <1 fiir alle z € B
und f(a) > 1 (Folgerung I1.6).

Aufgabe 3: Sei F ein lokalkonvexer Raum iiber R; A, B C F konvex und disjunkt,
A offen. Zeigen Sie:

Es existiert ein f € E' und ein @ € R mit f(x) > « fiir alle z € A und f(z) < « fiir
alle x € B (Folgerung I1.7).

Aufgabe 4: Sei E ein lokalkonvexer Raum tiber R, f ein lineares Funktional auf
einem Teilraum M und A eine nichtleere offene konvexe Menge mit M NA ¢ (), so dass
f(z) > 0 fiir alle z € M N A. Zeigen Sie:

Es existiert ein lineares Funktional f; auf F fiir das gilt:

i) filz) = f(z) VareM,

i) fi(x)>0 Ve e A
(Lemma II.11).
Aufgabe 5: Sei (F,G) ein Dualsystem und o(F,G) die schwache Topologie fiir F.
Zeigen Sie:

Eine Folge {z,},.y C F konvergiert gegen x im Sinne der schwachen Topologie genau
dann, wenn

lim (z,,,y) = (z,y) VyeG.
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Aufgabe 6: Zeigen Sie die Umkehrung von Lemma I1.14:
Seien 77,75 zwei Topologien fiir einen Vektorraum FE, so dass (F,77) und (E,75) to-
pologische Vektorraume sind. Ferner gelte fiir konvexe Mengen A: A ist genau dann
abgeschlossen beziiglich 77, wenn sie es beziiglich 75 ist.
Dann gilt:

(B.T.) = (E.T;).

Aufgabe 7: Sei (F,G) ein Dualsystem und 77, 75 zwei kompatible Topologien. Zeigen
Sie:

a) Ist eine Menge A C F dicht in (F,7;), so folgt i. A. nicht, dass A dicht in (F,73)
ist.

b) Ist (F,77) separabel, d. h., es existiert eine abzéhlbare dichte Teilmenge von F,
so ist auch (F,73) separabel.

Definition: Sei F' ein Vektorraum und M; (1 < i < n) Vektorraume, fir die M; N
(Z#i Mj) = {0} gilt. Dann heift

E = span{m; T € UM,}

=1

die algebraische direkte Summe der M,;.

Bemerkung: Fir jedes v € E existiert dann eine eindeutige Darstellung v=>)""_| z;,

x; € M;, und die Projektion m; : E — M, : Z?zl x; — x; 15t wohldefintert und linear.

Definition: Sei T eine Topologie, so dass (E,T) ein topologischer Vektorraum ist.
Falls die Abbildung o : [\, M; — E : (z1,...,%,) — Y.y x; ein Isomorphismus ist
(d. h. bijektiv und 1,1 linear, stetig), so heifft E die (topologische) direkte Summe

von {M;; 1 <i<n}.
Schreibweise: £ = M, & --- P M,,.

Aufgabe 8: Sei (F,7) ein topologischer Vektorraum, und {M;; 1 < i < n} derart,
dass F die algebraische direkte Summe der M; ist. Zeigen Sie:

a) Die Projektionen ; sind offene Abbildungen, d. h., Bilder offener Mengen sind
offen.

b) FE ist topologische direkte Summe genau dann, wenn alle Projektionen m; stetig
sind.

Definition: Sei (E,T) ein topologischer Vektorraum und M ein Vektorraum. Der
Quotientenraum ist definiert als E/M = {x + M; z € E}.




Bemerkung: Definiert man die Topologie T auf E /M als die feinste Topologie, fiir die
die Abbildung ¢ : E — E/M : x — x4+ M stetig ist, so ist (E/M,T) ein topologischer
Vektoraum, (siehe Schaefer, pp. 14,20). T heifit die Quotiententopologie.

Aufgabe 9: Sei E ein topologischer Vektorraum und M, N Unterrdume. Zeigen Sie:
a) E/M ist Hausdorffraum genau dann, wenn M abgeschlossen in E ist.

b) Falls E die algebraische Summe von M und N ist, so gilt:
E = M @ N genau dann, wenn die Abbildung v : E/M — N : xz+ M — y, mit
y € N und (y —x) € M ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 10:

a) Sei F ein n-dimensionaler Hausdorffraum iiber dem Koérper K. Zeigen Sie, dass
E isomorph zu K" ist.

b) Geben Sie ein Gegenbeispiel fiir einen topologischen Vektorraum der Dimension
n an, welcher nicht isomorph zu K" ist.

Aufgabe 11: Sei E ein lokalkonvexer Hausdorffraum und z;, 1 < < n linear unab-
hingig in E. Zeigen Sie:
Es existieren n Funktionale f; € E', 1 < j < n fiir die gilt:

0, ¢ j
fj@j):%:{ .#‘7_;1§z’,jsn.
1, 1=

(Hinweis: Man verwende Aufgabe 10)



