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Definition: FEine Abbildung ||-|| von einem Vektorraum E in R heiffit Quasi-Norm,
falls gilt:

Q1) |zl >0 wund |z[|=0<=2=0 Ve e B,
Q2) lloxl| = laffzl| Vo ek, xeF,
Qs) Ik =1 s0 dass ||z +yl| < E([[=]] + [lyl]).

E heifst dann quasi-normiert.

Definition: Eine Teilmenge B eines topologischen Vektorraumes E heifit beschrinkt,
falls fiir jede Nullumgebung U ein o > 0 existiert mit B C oU.
Weiter heifst E lokalbeschrinkt, falls er eine beschrinkte Nullumgebung besitzt.

Aufgabe 1: Zeigen Sie, dass ein topologischer Vektorraum genau dann quasi-normier-
bar ist, wenn er ein lokalbeschriankter Hausdorffraum ist.

Bemerkung: FEs gilt folgende Variante fir lokalkonvexe Rdume:
Ein lokalkonvexer Raum st genau dann normierbar, wenn er ein lokalbeschrinkter
Hausdorffraum ist.

Definition: FEine Teilmenge A eines Vektorraumes E heif$st p-konvex, 0 < p < 1, falls
fiir bel. x,y € A, \, ;0 >0 mit \P + pP =1 gilt: \v + py € A.

Definition: Eine Abbildung ||| - ||| von einem Vektorraum E in R heifit eine p-Norm,
0<p<1, falls gilt:

P) |zl >0 wnd |zl|l=0<=2=0 Vzxek,
By) ezl = lafPlll«l] Yo eK,z e E,
B) |l +yll < Mzl + iyl vz,y € E.

Aufgabe 2: Sei F ein Hausdorffscher topologischer Vektorraum. Zeigen Sie, dass die
Topologie des Raumes E genau dann durch eine p-Norm gegeben werden kann, wenn
E eine p-konvexe beschriankte Nullumgebung besitzt.

Hinweis: Fiir die Riickrichtung verwende man Bemerkung 1.



Aufgabe 3: Beweisen Sie Lemma [.15:
Sei Q eine Familie von Halbnormen auf einem Vektorraum FE und 7g die von Q erzeugte
Topologie. Folgende Aussagen sind dquivalent:

a) (E,7g) ist Hausdorffraum,
b) Zu jedem x € E,x # 0 existiert ein p € Q mit p(x) > 0,

c) Q ist total.

Aufgabe 4: Sei (s) der Raum aller Zahlenfolgen = = {z}},-, und d die Metrik
R N
day) =3 By e ()

a) Zeigen Sie, dass U = {{z € (s); maxges |zx| < e} ;e >0, T C Nendlich} eine
Nullumgebungsbasis ist.

b) Zeigen Sie mittels Bemerkung 1, dass fiir (s) keine Norm existiert, die die gleiche
Topologie 7; erzeugt wie d.

¢) Beweisen Sie direkt, dass ((s),Zy) nicht normierbar ist.

Aufgabe 5: (sieche Bem. nach Lemma II.1) Seien E, F' lokalkonvexe Réume iiber K,
deren Topologien durch Familien Qg und Qp von Halbnormen bestimmt sind. Weiter
sei f: E — F eine lineare Abbildung. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

a) f ist stetig auf E,

b) Zu jeder beliebigen stetigen Halbnorm ¢ auf F' existiert eine stetige Halbnorm p
auf F mit

q(f(z)) <p(r) Vz ek,

¢) Zu jeder beliebigen Halbnorm ¢ € Qp existieren ein M > 0 und Halbnormen
D1y, Pp € Qp mit

¢(f()) <MY pe(x) Vo€ E.

Definition: Se: E ein Vektorraum und Q eine Familie von Halbnormen auf E. Q
heif$t saturiert, falls fir beliebige p,...,p, € Q auch maxi<g<, pr(z) eine Halbnorm
aus Q 1ist.



Aufgabe 6:

a) Zeigen Sie, dass sich jede lokalkonvexe Topologie durch eine saturierte Familie
von Halbnormen erzeugen lafst.

b) Wie wirkt es sich auf das Stetigkeitskriterium in Aufgabe 5 aus, wenn Q saturiert
ist?

Aufgabe 7: Sei [ eine iiberabzidhlbare Menge und S(I) der Vektorraum aller reell-
wertigen Funktionen f auf I. Durch die Familie von Halbnormen

{pe(f) = 1f(D)]; t € 1}

sei eine lokalkonvexe Topologie auf S(I) erzeugt. Zeigen Sie, dass es keine Metrik gibt,
die diese Topologie erzeugt.

Hinweis: Benutzen Sie die Nullumgebungsbasis aus Satz 1. 3.




