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Aufgabe 1 (1+1+1+1+1 Punkte)
Sei X eine nicht-leere Menge. Fiir A C X definiert man die Indikatorfunktion x4 zu A durch

1 ; fallsze A

Xa: X =R f‘”{o C fallsz g A

Zeigen Sie fiir A, B C X:

a) XAnB = XA~ XB-

b) Xaus = Xa + XB — Xans-

c) XA\B = X4 — XAnB-

d) xaaB = Xa+XB — 2XanB-
)

e) ACB <= xa<xs dh xa(z)<xp(r) fir allex € X.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Man zeige, dass der Durchschnitt zweier kompakter Quader im R™ wieder ein kompakter Qua-
der ist und dass die Vereinigung zweier kompakter Quader als endliche Vereinigung kompakter
Quader dargestellt werden kann, die paarweise keine inneren Punkte gemeinsam haben.

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Sei X eine nicht—leere Menge. Dann ist (laut Linerarer Algebra)

Abb(X;Z/2Z) = {f : X — Z/2Z Abbildung}

bei punktweiser Addition und Multiplikation ein Ring. Zeigen Sie, daf dann auch (P(X),A,N)
ein Ring ist, der zu (Abb(X,Z/2Z),+,-) isomorph ist. Wie sehen Null- und Einselement aus?
Welche Teilmengen besitzen ein Inverses?

Hinweis: Vermeiden Sie das explizite Nachrechnen der Ringaxiome.

Aufgabe 4 (2+4+(14+2+1+1%*)+2+5* Punkte)
Sei My = {A C R;l(A) = [ xa(x)dz existiert} das System der Riemann-messbaren
Teilmengen von R. Man nennt [(A) die Linge von A. Zeigen Sie:

a) Mg ist ein Unterring von (P(R), A, N).
b) Sei A C R abzihlbar. Es gilt:
A besitzt keinen Haufungspunkt — A € Mp.
In diesem Fall gilt I(A) = 0. Gilt die Umkehrung?

¢) | ist additiv, translationsinvariant und normiert auf Mg, d.h.



(i) A, BeMp, ANB=0 = AUBeMg und I(AUB)=I(A)+I(B).
(ii)) Ae Mg, geR = qg+aeMr und l(g+ A)=I(A4).
(iii) (05 1]) = 1.

(iii)” Allgemeiner gilt fiir alle a,b € Rja < b
1([a; 0]) = I([a; b)) = I((a; b]) = I((a; b)) = b — a.
d) 9y ist nicht abgeschlossen gegeniiber abzihlbarer Vereinigung.

e)* Seien A, j > 1 paarweise disjunkte Mengen in R mit A; € Mg und A := U2, 4; € Mg,
Man zeige, dass dann sogar (beachte Teil ¢) (i)) gilt

Hinweis: Die Sétze der Vorlesung iiber die Vertauschung von Summation und Integration
sind nicht anwendbar. Benutze stattdessen den folgenden

Satz: (Arzela, Osgood, Lebesque)

Sei f, € Rla;b], n € N, [a;b] ein endliches Intervall. f, konvergiere gegen f auf [a;b]
punktweise mit f € R[a;b] und (f,), sei gleichgradig beschréinkt auf [a; b].

Dann gilt:

lim fn )dx = / f(z
n—oQ
Dabei sei R|a;b] die Menge der ﬁber [a; b] Riemann-integrierbaren Funktionen. Einen Be-

weis fiir diesen Satz findet man z.B. bei Apostol: Mathematical Analysis. Einen vergleich-
baren Satz findet man auch bei Barner-Flohr: Analysis I.

Aufgabe 5: (5 Punkte)
Ein Wiirfel W = Q);_, I; der Dimension n ist ein beschrinkter Quader, fiir den die Léinge der
Intervalle I; konstant ist. Ist fiir A C R™ das duflere Wiirfelmajf$ definiert als

mf{ZA ) | W; Wiirfel, A C UW}

7j=1

SO zeige man:
A (A) = p*(A) fiir alle A C R™.



