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Losungsmethoden fiir Differentialgleichungen

Im Folgenden werden 10 verschiedene Methoden zur Losung von Differentialgleichungen (DGL’s)
vorgestellt. Die Methoden werden an je einem Beispiel erklart. Zundchst wird der Typ des
Beispiels verifiziert und dann die Lésung geméf der Methode bestimmt. Hier geht es nur um die
Gestalt der Losungsfunktion, nicht aber um die Bestimmung des Losungsintervalls. Da bei (fast)
allen Losungsmethoden formal gerechnet wird, muss die Richtigkeit des Ergebnisses iiberpriift
werden (Probe!). Der Ubersichtlichkeit halber wird meistens y = y(z) und y' = y'(x) verwendet.
Zu den Typen, die nicht in der Ubung waren, werden in den Diskussionsstunden Beispiele, falls
erwiinscht, vorgerechnet.

1 Separation (Trennung der Variablen)

Allgemeiner Typ: | M(x)N(y)+P(x)Q(y)y’=0

1) Gegeben sei z. B. die DGL  z(y?> — 1) +y(z> — 1)y’ =0 (vgl.U2 Al).
2) Verifizierung des Typs: M(x) =z, N(y)=%*>—1, P(z) =22 -1, Q(y) = y.

3) Separation der Variablen:
Division durch P(z)N(y). Ist dabei P(z) = 0 oder N(y) = 0, so sind die entsprechenden
Werte fiir z bzw. y hier auszuschliefen und spéter separat zu betrachten (vgl. 5)):

M(z)  Qly) ,
Neue Form: —>+ —=y =0
P(a) Nl(y)y
bzw.. —f(x)+ —vy =0 vgl.Vorlesung).
fgf ) W (vg g)
Hier: + oy =0 (el Iyl # 1),

4) Integration: Ubergang zu

[ ~rwass | g?ﬁ)) h=c

Substitution:  y(z) = v und Riicksubstitution v = y liefert:

/—f(x)d:c—i—/ﬁdy:a

x y _
/x2_1d$+/y2_1dy—0.

1 1
§1n|x2—1|+§ln|y2—1|:0.

Hier:

bzw.:



5) Auflosen der integrierten Gleichung nach y:  Hier (Losungsintervall vgl. U2 A1):

Cl
=+ 1.
y \/3:2—1+

Weitere Losung: y = £1 (unter 3) ausgeschlossen), durch Einsetzen in die DGL unter 1)

6) Probe: Differentiation der gefundenen Lésung; durch Einsetzen in die DGL Richtigkeit
nachweisen.

2 Substitution

In der DGL ¢’ = f(x,y) substituiert man z(z) = g(z,y), so dass eine DGL 2z’ = h(z, z) entsteht,
die mit den anderen Methoden gel6st werden kénnen.(siehe Eulersche DGL’s, wahrscheinlich
7.Ubung).

Beispiel 1: ¢ = f(az + by + ¢) fiihrt mit der Substitution z(z) = ax + by + ¢ auf die DGL
Z(z) = a+bf(z(z)) (dann ist 1 anwendbar).

Beispiel 2: 3y = F(;‘ﬂgﬂi) mit (|a| + |b] + |¢| > 0, |a| + [B] + |y| > 0) fiihrt bei geeigneter
Substitution auf eine DGL vom Typ 1.

3 Homogene DGL

Allgemeiner Typ: | M(z,y) + N(z,y)y' =0
M und N seien homogen vom gleichen Grad. Dabei gilt die Definition
Def.: f: R?> — R heiRt homogen vom Grad o € R, falls fiir alle ¢ > 0 gilt

fltz,ty) =t*f(z,y). ((z,y) € R?).

1) Gegeben sei z.B. die DGL  zy’ = zsin (£) + .

2) Verifizierung des Typs: M(x,y) = xsin (%) +vy; N(zx,y) = —u.

Hier:  M(tx,ty) = t(xsin (—) +y) =tM(z,y),
N(tz,ty) = —tx = tN(z,y),

also sind M und N homogen vom Grad 1.
3) Uberfiihrung in DGL der Form y' = g(y/x) :

_ My _ M@z (y/x) __a"M(y/z) __MQy/o) _
V= TNy T Mo @) | e NLyln) | Ny W
sin(y/z) +y/z

-1

Hier: g(y/z) = =sin(y/z) + y/x.

4) Substitution:
=== y(z)=2z(2)z; Y(z)=2z2(z)+z (),

liefert DGL vom Typ 1 in z und 2z:  g(z) = z + z2".
Hier: —sin(z) + 22’ =0; (Einschrinkungen bei der Separation: x # 0, z # km, k € Z).
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5) Weiter entsprechend 1 2) - 1 6)
Losung des Beispiels:

y = 2z(arctan(Cx) + kr) (C € Rk € Z).

Bemerkung: Die aus der Vorlesung bekannte Darstellung fiir die homogene Differentialgleichung

r—rp (Y
(1) y=F(2)
lasst sich durch Umformung auf die Gestalt
(2) M(z,y) + N(z,y)y' =0

bringen und umgekehrt. Setzt man néamlich

M(z,y) = z°F (%) und N(z,y) = —z*

Y

so sind die Funktionen M und N homogen vom Grad « und Einsetzen in (1) fithrt zu (2). Sind
umgekehrt M und N homogen vom Grad «, so ist (2) dquivalent zu

- (M(1 —)+N(1 —) y') —0.

(-

Mit der Setzung

ergibt sich (1).

4 Lineare DGL (1. Ordnung)

Allgemeiner Typ: |y’ = a(x)y + b(z)
1) Gegeben sei z.B. die DGL ' = —y¢'(z) + ¢(z)¢' ().

2) Verifizierung des Typs: a(z) = —¢'(z); b(z) = p(z)¢' (x).

3) Bestimmung einer homogenen Losung nach Satz (1.8) XII:

6(z) = exp ( / a(t)dt) (z0 € I).

é(x) = exp ( / (p'(t)dt) =e @ 4

4) Bestimmung der Losung (auch Satz (1.8) XII):

b(z) = <yo + / @dt) 6(z) (v €R),

Hier:

(1)
Hier: = (C ¢ (t)e?®) dt) (@)
= (gp go'(a:)e“’(w)dt +C* ) - e
(QD +C) e @ = p(z) —1—C"- e @),

5) Probe: Wie unter 1 6).
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Bernoulli DGL

Allgemeiner Typ: |y + a(z)y +b(z)y* =0| (o€ R\{1,0};a,b € C(I)).

Benannt nach Johann I. Bernoulli (6.8.1667 Basel - 1.1.1748 Basel). Fiir weitere Voraussetzungen
siehe auch Ubung 4 Aufgabe 3 (In dieser Aufgabe wird allerdings nicht der allgemeinste Fall
diskutiert. Fiir weitere Informationen siehe in der Literatur).
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1) Gegeben sei z.B. die DGL 3 — zy? — 3zy = 0.
2) Verifizierung des Typs: a(z) = =3z; b(z) =—2, a=2.

3) Division durch y*(y # 0; iiberpriife separat) liefert ;’—; +a(z)y'*+b(z) = 0.

Substitution u = y'~* liefert lineare DGL (Typ 4):

!

T + a(z)u + b(z) = 0.

Hier: u' 4 3zu= -z (dal—-a=-1).
Weiterer Losungsweg siehe 4.

-1
Allgemeine Losung des Beispiels: y = (—5 + 06*3952) )

Riccati-DGL

Allgemeiner Typ: |y = P(z)y* + Q(z)y + R(z)| (P, Q, R € C(I), I Intervall).

Benannt nach Graf Jacopo Franceso Riccati (28.5.1676 Venedig — 15.4.1754 Treviso). Die allge-
meine Losung findet man, falls mindestens eine Losung bekannt ist. Man unterscheidet 3 Fille.
1. Fall: Fine Losung ist bekannt

1) Gegeben sei z.B. die DGL ¢/ = y? — 3z~ ly + 272,

)

2) Verifizierung des Typs: P(z)=1; Q(z)=-3z"!, R(z)=2z22

3) Aufsuchen einer speziellen Lésung, z.B. durch den Ansatz y,(z) = kx® (hier: y,(z) = 7).
)

4) Substitution y = y; + 2z~ ! fiihrt auf eine lineare DGL 4.

2+ (2P(z)yi(z) + Q(z))z = —P(x).

Hier:
2 —xlz =1,
Weiterer Losungsweg siehe 4.
Allgemeine Losung des Beispiels: y(z) = ;(_clffoxg;%

2. Fall: Zwei Losungen v, y2 sind bekannt

1) Gegeben sei z.B. die DGL ' = —y? —z 'y + 4z 2.

2) Verifizierung des Typs: P(z) =—1; Q(z)=-z!, R(z)=4z%



3) Aufsuchen zweier Losungen; z.B. durch den Ansatz
y(z) = kx® (hier:  yi(x) =227, ya(z) = —2271).
4) Substitution y = y; + 2" fiihrt auf die lineare DGL 4
2+ 2P(x)yi(z) + Q(z))z = —P(x) (hier: 2’ —5z7 'z =1).

mit der partikuldren Losung 2z, = (y2 — 1)~ *. Dann ergibt sich die allgemeine Losung zu

1
y(z) = yi(z) + )’
1
2(z) = @) =@ + Cexp (— /{2P(x)y1(aj) + Q(a:)}dx) :
(Hier c2(x) =Ca® —z/4, y(x)= %) :

3. Fall: Dre: Losungen vy, y2,ys sind bekannt. Die allgemeine Losung y ist gegeben durch

y—yz_y?,—%:a
Y—Y1 Ys—Y2

7 Clairautsche DGL

Allgemeiner Typ: |y = zy’' + f(v')
Benannt nach Alexis Claude Clairaut (7.5.1713 Paris - 17.5.1765 Paris).

1) Gegeben sei z.B. die DGL  y = zy' + (v')%
2) Verifizierung des Typs: f(t) = t*.

3) Differenzieren: y' =zxy" +y' + f'(v')y".
Daraus folgt 0=y"(z+ f'(y')) (hier: 0 = y"(z + 2¢')).

4) Losung der Gleichung ergibt eine explizite Losungsschar:
y" =0, also y' = ¢ und schlieflich, da y(0) = f(y'(0)) = f(c), folgt y = cx + f(c) (hier:
y = cz +c?).

5) Weitere Losungen sind implizit gegeben durch
z+ f'(y) =0 (hier: z+2y' =0).
Auflésen nach 4’ ergibt weitere Losungen  (hier: v/ = —x/2;y = —2%/4, da y(0) = f(0)).
6) Probe!



8 Exakte DGL

Allgemeiner Typ: | g(z,y) + h(z,y)y' =0

mit g, h € CO(I), I ein Quader im R? (vgl. U3 A2). Die DGL ist ezakt, falls das zugehéorige
Vektorfeld (g, h) ein Potential F hat, also es eine Funktion F gibt mit

4)

5)

6)

oF oF
— = d — =h.
ox g un oy
Gegeben sei z.B. die DGL = + 3y%y' = 0.
Verifizierung des Typs:
. dg Oh
DGL ist exakt genau dann, wenn — = — auf [.
oy Oz

Hier: g(z,y) =z, h(z,y) = 3y?, also dg/0y =0 = 0h/0x.

Bestimmung von F(z,y) nach der Formel (vgl. U3, A1)

Flz,y) = / "yt y)dt + / " h(@o, )t + e, ((@o,90) € 1),

2o Yo
Hier: F(z,y) = 2?/2+ y> + c.

Losung der DGL ist gegeben durch F(z,y) = C.
hier: 22/2 + 33 = C'.

Auflésen nach y.
Hier: y(z) = (C' — 22/2)'/3.

Probe!

9 Integrierender Faktor

Allgemeiner Typ: | g(z,y) + h(z,y)y' =0

mit g, h € CO(I), I ein Quader in R?.
Eine auf I nicht verschwindende Funktion M (z,y) heilit integrierender Faktor, falls die DGL

w(z,y)g(z,y) + plz, y)h(z,y)y' =0

exakt ist (vgl.U3, A4).

1)
2)
3)

Gegeben sei z.B. die DGL 22+ y — zy' = 0.
Verifizierung des Typs:  g(z,y) =22 +vy, h(z,y) = —z (vgl. 8 2): DGL nicht exakt).
Berechnung des integrierenden Faktors:

(a) Sei u(z) =
exp( [ u(t)dt) ein integrierender Faktor.

(
(b) Sei u(y) = (g4 — hsz)/g, g # 0 auf I, so dass u nicht von z abhéngt, so ist M(y) =
exp(— [Y u(t)dt) ein integrierender Faktor.

gy — hg)/h, h # 0 auf I, so dass u nicht von y abhéngt, so ist M(z) =

Hier: (g, — hy)/g = 2/x; somit ist M (z) = 1/2? ein integrierender Faktor.
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Es kann sein, dass ein integrierender Faktor existiert, obwohl er sich mit diesen beiden
Methoden nicht berechnen lésst.

4) Multiplikation der DGL mit M fiihrt auf eine exakte DGL:

!
hier: 1+ % Y= 0 ist exakt.
T

T

5) Bestimme Losung nach 8 3) - 8 5).
Hier: y(z) = 22 + cz.

6) Probel!

10 Potenzreihenansatz

Setze in der DGL y' = f(x,y) fiir y eine Potenzreihe ein (allgemeiner siehe auch U5 A3):

o
y(x) = Z arz”
k=0

und setze diese Potzenreihe in die DGL ein. Als Resultat erhilt man mittels Koeffizienten-
vergleichs eine Rekursionsformel fiir die a;'s. Ist eine Anfangsbedingung gegeben, so lassen sich
die a;'s u.U. explizit berechnen. Durch Vergleich mit bekannten Potenzreihen erhélt man die
Losungsfunktion gegebenenfalls auch in geschlossener Form. Die Konvergenz der Losungsreihe
ist i.A. noch zu zeigen (sieche U5 A3). Fiir Beispiele siche Vorlesung oder Ubung 6.



